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y 28: 4  Gaie ang des Gleichungssystems, dem die kleinen K oördinatendifferenzen zweier benachbarter Punkte! 
> ee einer Trajektorie genügen müssen, wird ein neues sukzessives Approwimationsverfahren angegeben und 
i Sg in eine. graphische _ Methode zur punktweisen Trajektorienkonstruktion übertragen. 


A new method of suecessive approximations for the solution of a system of equations to lee the small A { 
RR Ferdinaik differences of two meighbouring points of a trajectory is stated and ran sgenmed into a Dropie SA 
method: for the point for point construction of trajectories. Ke 


‚L’auteur donne une nouvelle ‚methode d’approximations suUccessives pour la Folio du systeme d’equa- 
Bern, Faehs que les petites differences de coordin£es de deux points voisins doivent remplir. Emsuite il Zaunfarsien 
ae cette. methode en une methode graphique servant ü construire point par point une trajectoire. 


2.000... Ana pemenna cueremst ‚YPaBHeHnf,-KOTOPEHM AOKHEI YAOBNIETBOPATb MasIkIe pasHocTu ee 

z _ Koopaumar ABYX COCeAHHX TOyeK TPAeKTOPHH YACTHIEBI SEHNKOCTH, NAeTCA HOBEHÄ METON 
 mOCHeNOBATENBHOTO IIPHÖNNIKEHHR, KOTOPBLH MOIKeT ÖBITB mpeo6pasopau 5 rpabnuecknä 
_ MeTon LOCTpoenns TPaeKTOpuH OT TOYKH NO TOUEN. 


| Die analytische Grundlage des Konrakdunsvorfahkene, 

Be Es seien P mit den orthogonalen 'kartesischen Koordinaten = a, y=b und P, mit den. 
Koordinaten = X, y=Y zwei Punkte einer Trajektorie in einem zweidimensionalen Strömungs- 
feld. P werde zur Zeit = — mit der Geschwindigkeit v rt —r) und X) zur Zeit i=0 von 
_ demselben Flüssigkeitsgquantum mit der, Ge- 


". ‚ schwindigkeit p (t, 0) durchlaufen, wobei Re 
Bra BEN EH LE ri = 
Br, den Ortsvektor von«P, und Ä = 
En: ı=(X—a,Y—b. (2) £ 
f% u ‚den Vektor der a adiiterenen- von P 

und ?, bedeutet (Bild 1; Kurve TPP,= Tra- 

=... Jektorie). e 
> ‚Bei vorgegebenem P,-liefert der Anfangs- 

= „punkt von r den zu einer früheren Zeti= —r 

"  durchlaufenen Trajektorienpunkt P. 

002... Wie ich kürzlich gezeigt habe [Lit. (1)], 

‚ genügt für ein hinreichend kleines Zeitintervall 

; '—r<st<s0 der Differenzvektor r gr Glei- 

-.. . .  „ ehungssystem s 13 


und kann durch eine a ente Vektorfolge ı{® (n—=0,1,2,3,....) mit r=lim x) mittels 
-sukzessiver Approximation aus den Gleichungen wen 


x) —0, 
| a ze 60 arte, 9, 

Ihe +E-W,—n}, Eee 
ı(n+1) = zb (t, 0) + (t —ım, ee) 3 
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. bestimmt werden, welches Verfahren für 
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konvergiert, beide Ausdrücke m,, m, für den Punkt P, aus dem Strömungsfeld zur Zeit I=—r 5 
bestimmt. Die Approximationsgleichungen (4) können in ein graphisches Verfahren zur Be- se 


stimmung des Punktes P übertragen werden [a. a. O., Lit. (1)], welches z. B. für 


rische Strömungsfelder in Bodennähe mit magn m, = magn m, = 10? sec! für ein 2 x ur 
intervall r von der Größenordnung eines Tages konvergiert. Für Stromfeldpunkte mit stärkerer _ 


Inhomogenität Ym} m, des Feldes ist das Konvergenz-Zeitintervall entsprechend der Be- 

dingung (5) kleiner. BI j 
Da die „‚nullte Approximation‘ x(® frei wählbar ist (innerhalb des Konvergenzgebiets von r) 

und man somit nicht notwendig mit x" = 0 zu beginnen braucht, gibt es unendlich viele kon- 

vergente Vektorfolgen r‘® und damit unendlich viele eindeutige Konstruktions 

für P auf Grund der Gleichung (3) derart, daß zu jedem Anfangswert r(® — a ein Konstruk- 

tionsverfahren mittels der Vektorfolgen 


Flop +E un, m 


(n=1, 2, 3, ...) gehört. Hier soll das Konstruktionsverfahren mit a=rv (7, 0) behandelt 
werden, welches eine kürzlich von amerikanischen Meteorologen eingeführte Trajektorienkon-. 


 'struktion als 1. 'Näherung eines derartigen Approximationsverfahrens erkennen läßt. 


Wir führen zur Abkürzung den Vektor des Stromweges für die Zeit 7/2 


WB — N RE ER I ee (7) 
ein: | 
ve BON. FF BES ER ee (8), 
ferner den Vektor > 
3=er— Bft, 0) BE a ee ee (9), 
und den Hilfspunkt P als Endpunkt des Vektors 
T=-ti—_ RB RR) RER end, (10), 


so daß die Gleichung (3) bzw. (8) die Form 


TER an 


annimmt (Bild 2). Der Anfangspunkt des Vektors 8, dessen Endpunkt P durch 10) vor 
ist, liefert jetzt den gesuchten Trajektorienpunkt P. R ER 


Ausgehend von der Überlegung, daß der 
gesuchte Trajektorienpunkt P „in der Nähe“ 
vn t— m) =T—28(t,0) liegen und 
somit vr =2W8(t,0), also nach (ER (t, 0) 
sein muß, lösen wir das System (11) durch eine 
konvergente Vektorfolge 

VI =W(t,0), 

SWEWIL— 50, —r), 

MER —3D, —7), TR 
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s=limgarı ne (13), 
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also nach der Schwarzschen Ungleichung: 


r Eine ne „Entwicklung = Fechten Seiten von (12) um den Punkt 22 des. 
\% Zelt TS —r ETEIeN zunachst, > 
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Kiss so daß nach dem Cauchyschen! Quotientenkriteriüm B 


Fe 635 0+D DE TR EN an 
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das Verfahren für x LER SALE ER 
Is =) ö > a N ' i t . 
Re ern De Re EN (20 
konvergiert, wobei die m, my gemäß (6), er aber für den Punkt P zur Zeit t=— trau bilden 
‚sind. 
IE Graphische Konstraktion einer Trajektorie. 
Ee graphische Lösung des Systems (12) ist in RE Weise möglich: Gegeben sei 
das zweidimensionale Stromweg-Feld Dit} (x, y—D)= 5? (8, y.—7) zur Zeit t= —-7, und 
in dem vorgegebenen Punkt P, werde der Stromweg ® & Y,o)=- % (X, Y,0) der ee 


z Strömung v(X, Y,0) zur Zeit i=0 eingetragen (Bild 3) und rückwärts N oDen so daß 


der Anfangspunkt des Vektors W(t,0) den 


Punkt Pi Endpunkt von t) liefert. Wird 
% (t,0) nochmals um seinen Absolutbetrag 
rückwärts verschoben, so erhält man in dem 
Punkt P(=T—®(t,0)) die „nullte Nä- 
herung“ x. Hier in PP entnehme man aus 
der Strömungskarte zur Zeit it=—r den. 
Stromweg 'W ((— 30, —r) und bringe ihn 
durch Parallelverschiebung in die Lage 
PpıP; dann ist P! die 1. Näherung r(®. Im 
Punkte P!entnimmt man nun der Karte den 
Stromweg ® (t — 30, — r) für diesen Punkt, Bild 3. 
bringt ihn durch Parallelverschiebung in 
lie Lage P2P und erhält so mit dem Punkt P? die 2. Näherung r(2 usw., ‚ wobei das Verfahren 
vis zu einem Punkt P* fortgesetzt werden kann, für den der nächste Schritt keine Verbesserung 
innerhahy der Zeichnungsgenauigkeit mehr bringt. P” ist dann die innerhalb der Zeichnungs- 
ı9* 
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von demselben Flüssigkeitsquantum durchlaufen wird, welches zur Zeit t=0 in 
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igkei roximation des gesuchten T: | it t= 
genauigkeit beste Appro g P, ein 
Die Trajektorie zwischen P und P» ist ein leicht zu zeichnendes Kurvenstück, da dessen Tan- 
gentenrichtung in P mit der Richtung des dortigen Stromweg-Vektors % G—5, —r) zur 
Zeit =—r und in P, mit der Richtung des Stromweg-Vektors ® (t, 0) zur Zeit t=0 über- 
einstimmen muß (Lit. [2]). 


Es sei bemerkt, daß sowohl die Approximationen des hier beschriebenen Verfahrens als BE, 
“auch diejenigen der kürzlich von mir entwickelten Methode (a. a. O., Lit. [1]) gegen denselben 


Punkt P, nämlich den Anfangspunkt des durch das Gleichungssystem (3) bestimmten Diff 

vektors r konvergieren, nur ist die Art der Konvergenz in beiden Fällen verschieden. . 
zur Lösung des Systems (3) möglichen Approximationsverfahren liefern Endresultate, die mit- 
einander übereinstimmen müssen und sich somit gegenseitig kontrollieren; sie sind (innerhalb 
der Konvergenz-Zeitintervalle) nur durch die Genauigkeit der Strömungskarten begrenzt und 
unvergleichlich zuverlässiger als die der bisher z.B. in der dynamischen Meteorologie ange- 


wandten Verfahren (Lit. [3—6]). Ein kürzlich von J. J. George (Lit.[7]) ohne analytische 


Begründung vorgeschlagenes Verfahren beruht in unserer Bezeichnungsweise auf der Formel 


12160) HE) -N-BEN BEN)... ei) 


und ist somit nach (9) und (12) einfach mit der 1. Näherung = ® (r, 0) +3@ der hier 
entwickelten Methode identisch, liefert also als 1. Näherung im allgemeinen noch kein zuver- 
lässiges Ergebnis. ri 

Ferner sei bemerkt, daß die Gleichung (3) in gleicher Näherung, nämlich in den Termen 
1. Ordnung der Taylor-Entwicklung, mit der Formel 


T 
ae En er (22) 


übereinstimmt, der prognostische Bedeutung zukommt, indem sie aus dem Strömungsfeld zur 


ei 
r=rb(tt —— u — 


Zeit t=— 1/2 vorauszuberechnen gestattet, welches Flüssigkeitsquantum zur späteren Zeit 


t=0 an einem vorgegebenen Ort eintrifft, wie ich an anderer Stelle ausgeführt habe (Lit. [8]). 


III. Verwendung geographischer Koordinaten bei geophysikalischen Anwendungen. 
Bei Bezugnahme auf orthogonale kartesische Koordinaten (z, y) lautet das System (3): 


u 5% &YVO)+yXr, Ya 


he 5% (X, YO, + X Y rn, — DD} 


Geophysikalische Anwendungen erfordern aber in der Regel die Verwendung der geographischen 
Koordinaten A (geogr. Länge), @ (geogr. Breite) und A (Seehöhe), bei horizontalen Strömungen 
(h = const.) also die Verwendung der Koordinaten A und 9. Es seien nun A,, 9, die Koordinaten 
des Punktes P,, der zur Zeit 2=0 von dem Flüssigkeitsquantum durchlaufen wird, und A =, 


p=ß die Koordinaten des zur Zeit 1=—r durchlaufenen Punktes P, ferner 
L=4—%, L,=m—ß ee Fe Er a RZ (24) 
die Winkeldifferenzen der Punkte P und P, der Trajektorie und 
A,=dldt=ulrcosp, Q,=doldt=ulr -. 2. 2.2... (25) 


(r = Abstand vom Erdmittelpunkt) die Winkelgeschwindigkeiten der Flüssigkeitspartikel, 
dann gilt: 


L,= 5 {Q, (Ay 99 0) + 9, (do — Lu Algen L,. Eu n}, 


1 
L,= 5) {2% (Ay 900) + 2, — Oz z)} D 


wie nachstehend bewiesen wird. Der Vergleich von (26) mit (23) zeigtz daß das oben beschriebene 
Verfahren in gleicher Weise angewandt werden kann, wenn die Kurven Q; (4,9, — Tr) = const. 
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hende Beweis des Systems (26) ergibt sich Kolkendermahen er air 


ıngesche et der einzelnen N I ‚Sera, 


et = a, 
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5 RR 
“und ersetzen wir zwecks. Integration für ein kleines Zeitintervall —T = t = “ in dem substan- EN 
eriellen: Differentialoperator Blaze \ / Et : N re; 

ER Pi ar nr ku RO DE Ne & N & ”: A: 
N Er an +2 4 Bd i e & 3 Er: Bi vr % SE ER 


die 0 2, durch die Mittelwerte Ne | = N BEN 


N RN 0-1 | au= un 2-10, den Lean a Are A 


& - der Winkelgeschvindigkeiten er Teilchenbewegung von P nach Po so tigt 
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ane= [ala Dee 0) 
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und eine entsprechende Gleichung für —P. Für den Punkt A =, 9 = 9, der zur Zeit t=0 


erreicht wird, ergibt sich also mit Rücksicht auf (24): 
> at. SL N (31) 


und eine entsprechende Gleichung für L,. Nach einer Taylor-Entwicklung des Tea 
um den Raum-Zeit-Punkt A, 9, =. folgt dann mit Rücksicht auf (29): 


r “ | LER RER EER 
ES, u=329m0) Linn) 


also übereinstimmend mit 
L=-> {ou En ee, a. EL 
bis auf zerme ‚höherer Ordnung, und eine entsprechende Gleichung ergibt sich für L,. 
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R Die hydrodynamischen Gleichungen der ausgeglichenen e- 

2 Bewegung in turbulenten Strömungen. 1 23 
Von E. Hardtwig in Stuttgart. A 


Die Differentialgleichungen für die ausgeglichene Bewegung eines turbulent strömenden Gases (bzw. einer 
‚Flüssi Be Vormunae wird das Erfülltsein einer geringen Anzahl von plausiblen 
laten. Wesentiches Hille bei .. ag ee ee imM azwellschen Sinn. a 
{ . die Differentialgleichungen der ichenen Bewegung an jene laminar bewegte, viskose Flüssigkeiten | 
Dee Ne sen 0 Pu nötig, den Prandilschen Mischungswegansatz durch einen alle- 

meineren zu erselzen. 2 Par 
The differential equations for ihe smoothed motion of turbulently moving gas (resp. ) are 
with the ne ofa de Maler of plausible postulates. Essential aid is given by a „‚trans- 
\ porting equation“ in the sense of Maxwell. To assimilate the dif ferential equations of the a motion 
h to that of the laminar motion of viscous fluids (N avier-Stokes) it is necessary to replace the stutement 
of the „way of mixture‘ by Prandtl by a more general one. 

Les equations differentielles pour le mouvement compenst d’un gas (ou d’un liquide) s’coulant turbu- ° 
end Baar ee ee validitE de quelques postulats . L’auteur se sert pour la der- 
vation surtout d’une „‚equation de transport‘‘ au sens de Maxwell. Bour les Equations differen- 
tielles du mouvement compensd au mouvement laminaire de liquides visqueuz (Navier-Stokes), on 
doit remplacer les conditions du „‚chemin de melange“ de Prandtl par des plus E 

Mexona us HebOAEINOTO yuc!a BEPOATHEIX HOCTYIATOB BEBONATCH NahepeHnualsHsle YpaB- 
HEHHA CPENHEIO ABHKEHHA BUXPEBOIO IIOTOKA TA3a (HH SKHNKOCTH). ÜyINecTBeHHBIM BCTO- 
MOTATEIIBHEIM CPECTBOM IPH 9TOM BEIBONe ABIAETCH COTIACHO MeTony Maxrczennsg „‚Tpaue- 
TOpTHoe ypaBHeHne‘. la Toro, YTO-Os nuhepenlnalbHHe JpaBHeHHe CPenHeIO ABEKeHHH 
UPHBeCTH K Buy AuhepeHunassHsix ypapneuni Hasse-ÜTorca "IA HEBHXpeBOIO TeHCHHA 
BASKOÜ 3KHNKOCTH, HY3KHO ycıosue Ilpasırıa zus cpenHero UyTH 3aMeHuTb 6onee OÖmEM 
YCIIOBHeM. 


1. 


Die Aussichtslosigkeit jeder Bemühung, die Bewegung eines einzelnen Teilchens einer tur- 
bulent verlaufenden Bewegung durch ein System von Differentialgleichungen zu beschreiben, muß 
notwendig zu dem Versuch führen, turbulente Strömungen durch ‚ausgeglichene‘ zu ersetzen, 
um diese dann einer mathematischen Beschreibung zugänglich zu machen. Der Übergang von 
der ‚„‚mikroskopischen‘“ Teilchenbewegung zur ‚‚ausgeglichenen‘ oder ‚‚makroskopischen‘‘ Strö- 
mung birgt nun Schwierigkeiten ähnlicher grundsätzlicher Art in sich, wie sie aus der kinetischen 
Gastheorie bekannt sind. Ein Versuch Hesselbergs und Björkdals!), die atmo- 
sphärische Windunruhe durch das Max wellsche Verteilungsgesetz zu beschreiben und darauf 
eine Theorie der ausgeglichenen Bewegung zu gründen ?), hat den Widerspruch H. Ertels°) 
gefunden, der darauf hinweist, daß die Herleitung des Verteilungsgesetzes — als nach dem Vor- 
bild der Gastheorie durchgeführt — denselben Einwendungen ausgesetzt sei wie die entsprechen- . 
den in der Gastheorie, ein Einwand, der in gleicher Weise auch eine Arbeit A. Wagners‘) 
betrifft. H. Ertel) versucht darüber hinaus zu zeigen, daß die turbulenten Zusatzgeschwin- 
digkeiten gar nicht nach dem Max wellschen Gesetz verteilt sein können, falls man das Be- 
stehen der hydrodynamischen Gleichungen verlangt. Er leitet hydrodynamische Gleichungen 
für die ausgeglichene Bewegung ab, indem er von einem allgemeinen Verteilungsgesetz (Mar - 
koff, v. Laue) ausgeht ®), 

Nun ist in der kinetischen Gastheorie das Max wellsche Verteilungsgesetz nur im 
Gleichgewichtsfall, d.h. nur im ruhenden, gleichmäßig temperierten Gas verwirklicht — bei 
makroskopischer Bewegung aber ist die Max wellsche Verteilung gestört und die Max- 
wellsche Funktion ist nur das erste Glied in einer Reihenentwicklung, diederBoltzmann- 
schen Integralgleichung genügt, wie D. Hilbert?) und D.Enskog®) gezeigt haben. Man 
wird also auch nicht erwarten dürfen, daß die Max wellsche Verteilung in bewegten Medien 
mehr zu liefern vermag als eben die Hydrostatik. 

Was ich hier zeigen möchte, ist dies: will man bei vorgegebener, turbulenter Bewegung 
(in erster Linie ist dabei immer an ein Gas, etwa die atmosphärische Luft gedacht) zu den hydro- 
dynamischen Gleichungen der ausgeglichenen Bewegung gelangen, so braucht man weder das 
Verteilungsgesetz zu kennen, noch irgendwelche Voraussetzungen zu machen, die zu ihm hin- 
führen könnten. Es gelingt, wie sich zeigt, mit einer sehr kleinen Anzahl von plausiblen Postu- 
laten die Turbulenztheorie aufzubauen und die Gleichungen für die makroskopische Bewegung 
herzuleiten. Da die Überlı gungen fast ausschließlich phänomenologisch verlaufen, erspart man 
sich die so unangenehmen Hypothesen über Beschaffenheit und Wirken der einzelnen Turbulenz- 
elemente (Wirbel, Luftpakete). Die Hauptrolle in den Überlegungen spielt dabei die allgemeine 
Transportgleichung. Weiter zeigt sich, daß man den Pran dtlschen Mischungswegansatz 
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et. Das Tarbuleaweheneut {et ein mechanisches sy- 
f-ten Freiheitsgrades. VE 
e3+ Tm allgemeinen wird man genötigt sein, an einen sehr HOHER Freiheitsgrad ne Luftwirbels 
zu denken, wenn man berücksichtigt, daß ein solcher aus sehr vielen Luftmolekülen besteht, 
Br en weitgehend voneinander unabhängig sind und die verschiedensten Bemeamies ausführen y 
Be. 3 Innen. . ü 
a ‚Grundsätzlich ist aber die Anzahl f der Breheifegrade Beahelde, wesentlich ist nur die 
- Bindung eines derartigen Systems an die kanonischen Bewegungsgleichungen. Dem Bedenken, 
daß ein Turbulenzelement nichts Dauerndes sei, daß es zerfließe, kann entgegengehalten werden, 
_ daß dies zwar zutreffe, aber daß für zerfließende Wirbel auch wieder neue entstünden, so daß 
es im Mittel gleichgültig sei, ob man Entstehen und Vergehen durch einen ar Ansatz be- } 
_ rücksichtige oder ob einfach die Persistenz des Wirbels vorausgesetzt wird a es 
Von den generellen Koordinaten des Systems, die wir mit «!, 2°, a°, q4,....d5 Hefeichnen 3 
wollen, reservieren wir die drei ersten, a”, für die (kartesischen) Lagekoordinaten des Schwer- : 
 'punktes des Elements. "Die zugehörigen generellen Impulse mögen » = 2 2...) sein, x 


=“ 


weiter sei 
E0- ae 80202) -( .ögl) ER ÖP5 . . öV -ör: 87 = 50 
Br : das. Element des aka Dann ist bekanntlich für die Bewegung 
re H | | d(60) | ne 
Be a | E ra ea 


2 FIR fe, acobi, Liouville), d.h. das Phasenvolumen bleibt bei der Fortbewegung im Phaser 
2 raum konstant, unbeschadet der dabei auftretenden Deformationen .des Volumelementes. 
Auch.die Anzahl ön der „Zustandspunkte‘, die sich in ö@ befinden, bleibt konstant, die Bild- 
3 punkte ändern nur ihre gegenseitige Lage, während dw sich weiterbewegt und deformiert. Be- 
F Bas zeichnet man die Anzahl der in der Einheit des Phasenvolumens vorhandenen Zustandspunkte 
e mit n*, so ist mithin 2 
E.+ Eee) 
Diese Anzahl nF (r, GP) braucht nicht bekannt zu sein. Es genügt zu wissen, daß bei 
r der hier betrachteten Bewegung der Turbulenzelemente (2) erfüllt ist und die Anzahl der im 
Rau melement öV an der Stelle & zur Zeit i vorhandenen Turbulenzelemente durch Er 
PB. ; ON=8V -förfmtöm .. 2.2...) Ba 
F . FD) (MR) , Bu: 
gegeben ist, wo die Integration über alle Werte der g, p zu erstrecken sind, deren das System ER 
fähig ist. Wir arbeiten also anstatt mit nen Mittelwerten mit solchen über alle möglichen 2 
Einzelzustände. Es definiert dann 
N | j * 
Ra) = = er 


KM) 
die in der Raumeinheit ‘an der Raumzeitstelle x, t vorhandenen Anzahl von er Dolesze eier: 
Ist 9’(z, 9, p,t) eine am Einzelelement haftende Eigenschaft (eine, dem Einzelelement zuge- 
- ordnete Funktion), so ist diese im Einheitsphasenvolumen im Ausmaß 


te re ae 0) 


vorhanden. Der Mittelwert Q dieser Eigenschaft an der Stelle al, 
x, 2° des Raumes zur Zeittsei dann durch 


nn = |9r[Q*0n= ; [dr [@ nr or a 0 


MD @ 2 O0 @ 
definiert). 


19) Streng genommen müßte anstatt‘Q geschrieben werden 7, da es sich um den Mittelwert über alle, den Ein ze lelementen 
zukommenden Werte handelt. 
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die zur Kran dort eleik han ga SEN NE Es bedeutet d/dt die vollstän- 


REN RER 


Ber ” Zn 


Schreibt man Helerrela else dem Feine de 

des Phasenvolumens die Gesamtmasse m* = m’ n* 

t B 3 yo a en. rj 52 k 
“ in | em 0 Sir a ER A Te 26 * . ER 5 

d.h. der Satz von der Erhaltung der Masse bleibt erfüllt. Die an n der Stelle 2 & zur Zeitein. 


ii 


Raumeinheit vorhandene Masse ist im Mittel PR zn = 


+ oe 


min = Afoefwronm Hfoefmmn. er Be 
[Co )) gu 
d.h. es bedeutet 


oefmrin mie. De a a 
MD) m u ‚ 


die mittlere Dichte an der Stelle x zur Zeit t. 


Dies vorausgeschickt, besteht ne (1) die Identität . 
= = 10 le Er Er ER 
vai[e]e* 20) [9 [002 [else T (10) 
. (@) 


dige Ableitung hinsichtlich aller Variabler z, g, p, t. Führt man nun im Integral rechter Hand 
die Differentiation tatsächlich durch und beachtet die kanonischen Relationen 


94% dx DT Eee 
Apr; ER —=(0 (1, 2, 3), + (ß Ent 


so kann (10) auf die folgende Form gebracht werden: 


j[ a) + 


[Can € 3) 5 
mit 


= [ör[Qr02, = [ö1[0*ö*52 
(2 t. 3) (e) Ka) 


Vorausgesetzt ist dabei, daß 


5 g? a Aeriagn, RE 


Om) 7 (®) Be RT ©. 
[oh ron (vefrnlton.nanctpn. ap 
(7) (a) (7) (p,) val, 2,.,..f 


eintritt. In leicht verständlicher Weise wird hier mit a, q? bzw. p,, p, die jeweilige Unter- 
und Obergrenze der nach g® bzw. p, ausgeführten Einzelintegration bezeichnet. Die restlichen 
Integrationsbereiche wurden bezüglich (5) und (p,) benannt. Beispielsweise kann (12) durch 
die Gleichungen 


ß 1 “ 
= 0, 9, = 0 AEG FE 


erreicht werden. Die in (11) nuftreiehide vollständige Ableitung ist jetzt nur mehr hinsichtlich 
der Variablen x, zu nehmen: 
= dt + > Frei 


Die Transportgleichung. (11), die hier in sinngemäßer Übertragung eines Gedankenganges 
vonDeDonder'°) hergeleitet wurde, soll zum Ausgangspunkt unserer weiteren Betrachtungen 
gemacht werden. In ihr kann man s als Eigenschaftsdichte, s* als die Komponenten des Eigen- 
schaftsstromes deuten: 


s=o!N. = Om. a (14). 


Der Gedanke, eine Transportgleichung zum Ausgangspunkt für die Herleitung makro- 
skopischer Eigenschaften eines Gases zu machen, geht auf Maxwell (1868) zurück. Das Cha- 


var 


_ formal nuı in der Definition der Mittelwerte auf. Außerdem geht die Art und Weise, wie die 

3 'einzelnen Turbulenzelemente aufeinander wirken, in sie nicht ein, sie trägt phänomenologischen 
5 Charakter. Die Forderung nach Erfüllung von (12) oder (13) bedeutet für die zuzulassenden 
EADIE Q keine scharfe Auslese. Es soll als nächste Forderung also verlangt werden: 
Forderung I: Für die zu transportierende Funktion Q* (ar. ge 
' he, die dem einzelnen Turbulenzelement im Ausmaße Q (4,0) 

äe: a ist, soll die Trans portgleichung al), Bee Ke 


Ä ran: p Klchung. besteht "dar, daß sie von der speziellen 
‘0! ae Verteilungsgesetzes keinen Gebrauch macht — es tritt auf dem Wege über (5) und n* 


t 


8. Kontinuitätsgleiehung und Impulssätze. 
Ei nun Q* = m*, also gleich jener Masse, die im a DbeNeplo Dyeluien enthalten ist. 


Die wegen (7) immer erfüllte Gleichung 


® | DS Er Ro | | : | a E- 


D @ 


besagt die Erhaltung der Gesamtmasse während der Bewegung der urbulenselemante. Die 
Gleichung (11) ‚hingegen sagt aus, in welcher Weise sich diese Erhaltung die zeitliche | 
. Änderung der im Volumen eins enthaltenen Masse, nämlich 


Jerlm == —för/m n*öm = m’ Non 


wird kompensiert. durch die a er des Vektors 3 des Massenflusses mit den 


en : { 
ERS a ee IN 
5 0) 
so daß 


2 “ 
5 tüivs=0 ENTF ee VER TN) 


erfüllt ist. Erst unter der. Voraussetzung, daß die Masse m’ des Turbulenzelement nur von den 
x und von t abhängt, kann m’ vor das ee — und also auch vor das Mittelwertszeichen — 


genommen werden, so daß m’ a-%= m’ N a=o: ‚5° ausfällt. Wegen der Bedeutung 


en (@ =1,2,3)= &-Komponente der ausgeglichenen Geschwindigkeit v— (15), 


- nimmt in en Falle die Gleichung (14) die Form der Kontinuitätsgleichung an: 


5, + divoo ER a RE ee (16). 


Hinsichtlich der Ableitung der Impulsgleichungen aus der Transportgleichung gilt Fol- 
gendes: rein formal ist eine additive Zerlegung des Geschwindigkeitsvektors £ mit den Kompo- 
nenten &* in zwei Summanden b und u immer möglich: 


t=v-+tu a N AR RT Te (1% 


Eine derartige Zerlegung braucht nur nicht immer eine physikalische Bedeutung zu besitzen. 
Eine physikalisch sinnvolle Zerlegung erhält man aber, wenn man mit Reynolds den 
Vektor vd mit der Geschwindigkeit der ausgeglichenen Bewegung identifiziert. Der Vektor u 
hat dann die Bedeutung einer ‚‚Zusatzgeschwindigkeit“ oder ‚Relativgeschwindigkeit“. Die 
Mittelwertbildung über (17) zeigt, daß u“ = 0 sein muß. 

Forderung Ill: Die Reynoldssche additive Zerlegung der 
Schwerpunktsgeschwindigkeit in eine mittlere und eine Zu- 
satzgeschwindigkeit soll auch in der Turbulenztheorie gelten. 

Wir machen Gebrauch davon, indem wir das Q* in der Transportgleichung nun nach- 
einander mit den Komponenten des Vektors ‚‚relativer Impuls‘‘ identifizieren: 


Qi* — m* ui = m* (& — v') ae ER EN (18). 
Die in (11) definierte skalare Größe s bekommt einen Index ö und wird zu einem Vektor, die 


Größen s* (Komponenten eines Vektors) werden durch das Hinzutreten eines neuen Index zu 
si® — den Komponenten eines Tensors, wie aus der Definition in (11) hervorgeht. Im einzelnen ist 


si=[ör/m*uiön = —[ör/m’ Wwnöonemu N=Rui=0 ...... (19), 
@) (@) FE (m 


er 


aid Lie, 


EBEN 
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 portgleichung auftretende Integral wird wegen (2) zu 


bi +, 
r Dean EFT 
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wenn wieder m’ = m’(z, t) vorausgesetzt wird, und ferner EN N, 


si“ = [ör/m wir0n = [orfm wär n*dn - MUF-N= UP 
@) @ a) (m 1. 


‘Anstatt s'® soll weiterhin 7#* geschrieben :werden. Die 7'* bedeuten physikal h die 
Komponenten einer Tensordichte, der Dichte des Impulsstromes T (im euklidischen ra m 
der Unterschied zwischen einem echten Tensor und einer Tensordichte weg). Das in ( E 


(7) 


| [ «| Zn le): 5; e a : 


ER « . . 
Hier bedeutet nun = na die ö-te Komponente der auf den Schwerpunkt des Turbulenzelements 
7 


zer : / 
der Masse m’ wirkenden eingeprägten Kraft (Massenkraft) und ve )ihren Mittelwert an der 
Stelle x zur Zeit t. Mithin stellt 


1 (dm’a\ _ | | UND 
[F)- Ked ee I er & . ( ) 


die ö-te Komponente der auf die Masseneinheit reduzierten, ausgeglichenen Massenkraft dar. 
Weiter ist, da die v Funktionen der z,t allein sind (was voraussetzungsgemäß auch für m 
gelten soll) 


ne 


1 /dm’wi 1 dm’ v3 
— =———D a Re rn (22) 
( \r) m’ dt Be Be 1, | 


die ö-te Komponente der auf die Masseneinheit bezogenen Änderung der Bewegungsgröße (des 
Impulses) der ausgeglichenen Bewegung. Die ‚‚Impulsgleichungen‘ lauten mithin 


Bi= Kı— ut, BEER Na NEE EN. (23). 


bekannten E ulerschen Gleichungen i 
i 
= -H (v, Grad) vi = K;(z, 1) —; div;z ” i= F 2, Ber RN (24) 


über. Der Druck p bzw. sein Gradient tritt hier noch nicht auf, er tritt erst dann in Erscheinung, 
wenn man über den Tensor T weitere Festsetzungen trifft. Diese können nicht willkürlich sein, 
sondern müssen sich auf Überlegungen stützen, die einigermaßen plausibel sind. Aus der Defi- 
nition (20) geht hervor, daß diese nur die Komponenten der Zusatzgeschwindigkeit u* betreffen 
können. 


4. Turbulenztensor und hydrodynamische Gleiehungen. 


Hier könnte nun der Prandtlsche Mischungswegansatz 10), 11) eingeführt werden, den 
wir gleich in der allgemeinsten Form 12) 


avi 
i mar Er mn u Be TI un I u ee Se Ei ae 
u Zul 128 (25) | 
| 
schreiben wollen, wo nun die .Z, die Komponenten des „‚Mischungsweges‘‘ bedeuten. Damit | 
würde erreicht, daß der durch (20) definierte Turbulenztensor nunmehr in der- Form 
avi 

Kara e $° ; 

2 2, Me ae ee ee (26) 

mit 
Nyk = 0 L,u® Dee a DRAN EN ae en (27) 


erscheint. Zugleich würde durch (27) der „Austauschtensor‘ n,; für den Impulstransport ein- 
geführt: die Analogie mit der Gastheorie würde auf diese Weise gewahrt, was zweifellos eine 
Stütze für den Mischungswegansatz (25) bedeutet. Der Nachteil besteht darin, daß der Turbu- 
lenztensor T nicht jene Form bekommt, die wir aus der Hydrodynamik der viskösen Flüssig- 
keiten gewöhnt sind. Es soll doch, wenn möglich, gezeigt werden, daß visköse Flüssigkeiten 
einerseits und in turbulenter Bewegung befindliche Flüssigkeiten andererseits sich physi- 
kalisch ähnlich verhalten auch dann, wenn letztere als frei von innerer Reibung 
vorausgesetzt werden. Es sollen, mit anderen Worten, die Differentialgleichungen beider 


auten, ee ehiein; Be nur Mr. ‘in ihnen auftretönden 
nten. en) sein. Diese Ähnlichkeit im Strömungsablauf visköser. und turbu- 
= enter TiReulgkeiten er durch den Ansatz (25) nicht herbeigeführt. werden. 

RE Offenbar war bei seiner Aufstellung der Gedanke maßgebend, daß die Zusatzgeschwindig- | 
Ex keiten u: keine selbständigen Größen seien, daß sie vielmehr abhängen vom makroskopischen Be 
Br: Bewegun szustand des Mediums. Dies ist eine sicherlich gerechtfertigte Annahme, ebenso wie. 
die andere, daß es nicht die v* selbst, ‚sondern deren räumliche Ableitungen sind, von denen die 15 „5 

er Zusatzgeschwindigkeiten abhängen. Es entsteht aber die Frage, warum man nicht, wenn man % A 
schon eine Abhängigkeit der u vom ausgeglichenen Bewegungszustand annimmt, — qualitativ 
steht eine solche nach den o.a. experimentellen Ergebnissen fest — eine Abhängigkeit vom 
Br N Re ‚genauer: vom Tensor e; der Deformationsgeschwindigkeiten 5 


dw 2 | | Be 
et Zn 02 Br 2, 2 ER en 2 EB): E 


IS Dieser ae neben s seiner Invarianzeigenschaft als Tensor noch den Vorzug, Fhysikatisch etwas. h 5 
sehr Wichtiges zu bedeuten, so ra es eine plausible Annahme ist, wenn man rs 


je a EA E ALREN  e Br DE 

& ei Wenn sich die een er die Deformalionen selbst, wie in der 

E Elastizitätstheorie) in so kleinen Grenzen halten, daß Glieder zweiter und höherer Ordnung 

. gegenüber Gliedern erster Ordnung vernachlässigt werden dürfen, kann man sich in der Reihen- 
 entwicklüng mit 


a TE 2) a 
? 5 op \ : £ R 
en wo nun die u und a%-Funktionen der x, 9, p,t sein können. Im allgemeinen 
werden die u? nicht verschwinden. Sie bedeuten die Komponenten der Relativgeschwindigkeit 
für den Fall der „Ruhturbulenz‘“. Die Existenz einer solchen muß man zulassen — genau so 
wie man eine Molekularbewegung auch in einem ruhenden Gas zulassen muß. Man kann sich 
den Fall etwa dadurch verwirklicht denken, daß man annimmt, in einem Wasserbehälter sorge 
eine hinreichend große Anzahl winziger Fische für eine ständige turbulente Bewegung und 
Durchmischung — dies kann geschehen, ohne daß das Wasser ‚im großen‘ eine bestimmte 
Strömung aufwiese. 
Forderung IV: Die Reynoldsschen Zusatzgeschwindigkeiten 
hängen von der ausgeglichenen Bewegung gemäß (30) ab. 
Wegen v=0 muß auch vW—=0 und aW®— 0 eintreten. Der Ansatz (30) wird nun in die 
Definition (20) für die 7'* eingetragen und liefert 


, Tik — Duluk = PE+ZBE te + Dar 2.22. . (Bl) 2 


mit 


a a Zu ER na a ea a re 


Pit — ouiuk, Bio -o(wiahh La) 2222 .. (32). 
Die Glieder zweiten und höheren Grades sollen neben denen ersten Grades vernachlässigt Er 
werden dürfen. Die Impulsgleichungen bekommen ihre endgültige Form, wenn man die so ge- 
fundenen Ausdrücke für 7’* in (24) einsetzt. Mit dieser Substitution ist die Aufgabe gelöst, 
die Differentialgleichungen der ausgeglichenen Bewegung zu finden. 
. Sie.bilden ein viergliedriges System, das besteht aus der Kontinuitätsgleichung (16) und 
den drei, entsprechend (31) umgeformten Impulsgleichungen (24). Die unbekannten Funktionen 
v*, 0 sind — bei vorgegebenen Anfangswerten und zu erfüllenden Randbedingungen — zu 
suchen. 
Die Forderung, das Medium sei isofrop und homogen, schränkt die Möglichkeiten für die 
Größen B'%°? in (31) wesentlich ein. Wegen der Isotropie können nicht alle untereinander 
unabhängig und wegen der Homogenität müssen sie Konstanten sein. Die weiteren Überlegungen 
erfolgen in bekannter Weise. Die Existenz eines Potentials vorausgesetzt (Turbulenzpotential) 
— bei isothermen und adiabatischen Vorgängen ist diese Existenz sichergestellt — lassen sich 
die Tensorkomponenten gemäß 
od <) 
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ni E &;%k dey; 
aus der Potentialfunktion © ableiten. Da diese selbst — wir setzen sie in der Form 


9=5, 43 0%e5 + I APr oe. :. 
aß 2 &ß,r8 


an — von der räumlichen Lage des Koordinatensystems nicht abhängen darf, müssen die Glieder 
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einzeln Drehinvarianten darstellen: Wir wählen den deformationsfreien Zustand als jenen mit 
dem Potentialwert Null, um ®, = 0 setzen zu dürfen. In der üblichen Weise zeigt mannun, 
daß die Glieder ersten Grades in den &gim wesentlichen mit der Drebinvariante ersien aan ER 
N Za=2u-0 _ Ne 
\ & | Fer 

übereinstimmen müssen, woraus 5 re | 

Zu =—z0, = p | ig 

N | Fre , 


F ”s = a ” 
folgt, und daß die Glieder zweiten Grades eine Linearkombination der Drehinvarianten zweiten 
Grades sein müssen; also ist 


Aödreeyen=r+ 1, mit A, M = eonst. 
aß,rs 4 2 L. 
und = Zn — Zoos. 
& 
Für den contravarianten Tensor vierter Stufe A" führt dies auf die Bedingungen 
B NA Mu AM ELIB 
E | | MUT, AUU=T, he er 0 u (34) 


alle übrigen A°%"s gleich Null, so daß die Potentialfunktion zu 


ER o-—-orde+tn+... WE 
wird. Aus (33) ist dann 
| pr = 8 (p—20)— Men ee: 


zu entnehmen, und diese Ausdrücke ergeben, in die Impulsgleichungen eingesetzt, sofort 


. (37) 


Man erhält die Gleichungen in der gebräuchlichen, Navier-Stokes schen Form, wenn 
man an Stelle der vollständigen Komponenten (28) der Deformationsgeschwindigkeiten die ver- 
kürzten Komponenten 


B ER - er avi 

Tg iz 
benutzt. Die ausgeglichene Bewegung einer turbulent strömenden Flüssigkeit oder eines Gases 
verläuft mithin nach derselben Gesetzmäßigkeit wie die laminare Bewegung einer viskösen 
Flüssigkeit, nur mit anderer Größenordnung in den Koeffizienten. 
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' Stoßwellen in Kreislochscheiben. 


_ Von Alezunder Kromm in Berlin. 
© Ergänzende Mitteilung“). 
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In der ersten Mitteilung ist im Anschluß an die Darstellung der Lösungsmethode in 
5 Sonderfall behandelt worden, daß die Stoßwellen durch einen am Lochrand plötzlich angreifenden 
. radial nach außen gerichteten und zeitlich konstanten Druck hervorgerufen werden. In dieser 
' Mitteilung sind durch Versehen die Figuren fortgeblieben, was hier nachgeholt werden soll. 
Außerdem wird hier ein weiterer, in der Zusammenfassung zur ersten Mitteilung kurz erwähnter. 
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Bild 3, Zeitlicher Ablauf der Umfangsspannung BAUS: Ayebrolinng der Tinfanzesnan nn Aula 
59 = og/a bei plötzlich aufgebrachtem Druck q bei plötzlich aufgebrachtem Druck q am Lochrand 
am Lochrand 7 = r/a = 1 (f = ct/a). r=r/a=1 (t = ct/a). | 
*) Die-erste Mitteilung dieser Arbeit ist erschienen in Z. angew. Math. Mech. Bd. 28 (1948), S. 104. 
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Bud 7. Ausbreitung der Teilchengeschwindigkeit bedi 
ie U VER 1 piöizich antee zam für die Unterfunktiön: 


nat y “ en io > 200 p U (a, pP) = ” DR I Eu Fakes r (57). ss x 
Mit (57) ergibt sich die Lösung des Randwertproblems im Unterbereich aus (15) zu: 
| te m far), 
P Kl c ) 
Up = ——.— rien (68). 
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Wir führen wieder dimensionslose Größen ein und bezeichnen sie wie in (20) mit überstrichenen 
Buchstaben. Dabei ist zu beachten, daß sie jetzt zum Teil eine andere Bedeutung haben wie 


früher: 


a2 - i 2 22% _ 
a a c a %, v, q 
u _ du c RER du 1 a 0, € E MED 6 er sa 
— U = — u en ——, r Er a a + End 
or or 9 tv Ew RE Fe > 


Für die Laplace-Transformierte U (#, #)=/fe?adi:>u(F,t) erhält man aus (58) 
und (59) den Ausdruck 0 


der sich von dem früheren in Gl. (22) nur durch den Nenner unterscheidet. Auch hier läßt sich 


für den mit e? erweiterten Nenner die Oberfunktion angeben, so daß wir für die Übersetzung 
von U in den Oberbereich wieder die im Abschnitt III entwickelte Methode anwenden können. 


: Aus der Schläflischen Integraldarstellung von rn K, (r?) nach Gleichung (24) erhal- 
en wir 


d.h. wegen Ne? > 0 


ad u 4 1 2 Z 2; 


o erh sich, die Obertunktion von @ K 1 B: = 
Nez | | KR, DR. 
A x FA \ oe h N 
"Die Oberfünktion: ne e®-fachen Zählers von (61). Babe wir x schon. im Abschnitt ITer- | 
telt “ el. die Er Ta 02), ee und en ). Durch Se a der En ; 
v6. p)' EKD GE K&,( FM. Se es Zr 


x und aare ‚Anwendung ea Finest auf die linke Seite dieser Gleichung erhalten. wir: im 
„Oberbereich Ulla eine elteeece RUSETELIENIDE 8 erster Art für u: 
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a a für (, FI t— Har=et y. Ba We ae ET = RE 
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"mit derselben freien Funktion 2 (fr, ) nach h Gleichung 2) wie im ‚ersten Fall, aber mit einem an- re 
en nr Er DS | SE RE 
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= a re BEER NAEH RE SSR we are N Era Keane 68). 
Wegen =6 a=0 für 053251 ist wieder Mae: fr nn ni 
65-0 für 0 <isr-. a Ne a 


d.h. die ahkinven haben wieder eine Wellenfront, die sich mit der Geschwindigkeit c nach 
„Gleichung (5) SUabeHeT- ‚Mit (89); ereibl eich aus (67) 
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_ Fürt=r—1 + eerhält man daraus im Grenzfall e>0 wie im ersten Fall (vgl. Gl. (37)): 2 
” r x 53 t. N A 
ri e %(r, I=r7—-140)=0 En 3 N EN AR (71); + 
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| was auch wegen der Stetigkeit der Verschiebung erforderlich ist. Ebenso wie unter III, 2 kann 
F man aus (70) Integralgleichungen für % und %' ermitteln, die denselben Bau und dieselben 
_ rechten Seiten haben wie (38) und al), aber den Kern (68). An der Wellenfront ergibt sich aus RR 
‚Ihnen = RE 
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E:- al RE een Yr AR elle. COERn BERNER 


10) Für die Anwendung des Faltungssatzes muß noch nachgewiesen werden, daß die Laplace-Transformationen aller 
beteiligten Funktionen absolut konvergieren, Diese Forderung istfür k (t) (s. Gl. (64)) erfüllt, da % (t) beit= 0 eine integrable 
Singularität besitzt und bei großen t dem Wert 1 zustrebt, d. h. beschränkt bleibt. Um die absolute Konvergenz des 
La place - Integrals von u (7, N) nachzuweisen, müssen wir das physikalische Verhalten der Scheibe in Betracht ziehen. 
Für die vorliegende Randbedingung (7.2) wird die Verschiebung u größenordnungsmäßig etwa proportional mit der Zeit 
anwachsen. ‚Aber für =btist das Laplace-Integral wegen Re » > 0 in der Tat absolut konvergent: 
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x Durch Einsetzen der Gleichungen (71) und (72) in da Elastizi Atsgesetz. 
folgt weiter für den Sprung der Spannungen an der ellenfront: 


2. 
| N > 2 G, ak‘ ß ee Ss: Pe > 4 7 £ 
ee > 


ae 0 

| | STE ARE 
B:: _ Die Gesetzmäßigkeiten (72), (73) und (74), nach denen sich diese Sprunggrößen mit de: 5 
Bo; stand ande id dieselben wie im ersten Fall (s. Gleichungen (42) und a rise 
Bi: hältnis der Teilchengeschwindigkeit zur Radialspannung (s. Gleichungen ee Ba il; 
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A u 1 E Fir ' 

ER 0, Yo’ Mr . 2 | 2 % | 
Er: hängt wieder nur von der Größe des Wellenwiderstandes W—=YoE’ ab (s. Gl. (44). 
E | Re i 006 u or den Taylorschen 

Pr} die Zustandsgrößen o,, o, und u in der Nähe der Wellenfront aus den 
2%... Reihen (45) und (46) berechnen zu önnen, müssen wir für diese Zustandsgrößen noch die Dar 

tiellen Ableitungen nach # und tan der Wellenfront angeben. Wir stellen hier nur die Ergebnisse Be 
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zusammen: / 
E AR Se 1 ER. | | 
& w AE=r 40 ln 3) = 
i Lara Nr en. 3 
1 u (r,t=er—1 be a BEL IR. 
i | ER TE (75), 
ER TELN a en 
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an Ten tgatger Br 

EN a 
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Die Zustandsgrößen der Scheibe weiter hinter der Wellenfront werden wieder durch 
numerische Rechnung aus den Integralgleichungen für %, % und % ermittelt. Da diese Integral- 
gleichungen genau so gebaut sind wie die im ersten Fall, so erhalten wir zur Berechnung von 


u, u und % Gleichungssysteme von demselben Typ wie früher (s. Gleichung (55)). Dabei sind 
die freien Funktionen Fin, Fan und fgn dieselben wie in Abschnitt III, nur müssen jetzt die Koeffi- 


= ! ” & = 2 
T aufgetragen mit # r als Be ERS Bilder zeigen den Sprung, 
‚die Teilchengeschwindigkeit % % beim Eintreffen der We 


Tee: entsprechend En Ss AB NER und‘ es) erleiden. & 
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5 Bild 8. Zeitlicher Ablauf der Baniälspannnng,. Bild gr Zeilicher Ablauf’der Fee 


% 2 69 
° - Bm Ir — bei plötzlich aufgezwungener Ra- eye Sen bei plötzlich aufgezwungener Ra- 
Alnlg een älgkei x, am Lochrand z = SR Eu dialgeschwindigkeit v am Lochrand 7 = r/a =1\ 
dä == Rn N (i= ct/a). 


} = B gear 


"Durchschreiten der Wellenfront wächst der Betrag 
der Radialspannung o, für kleine. r (im Bild 8 nur bei 


"zunächst etwas ab, um erst dann wieder anzusteigen. 
Setzt man in Gl. (76) 90,/0t = 0, so erhält man die 


ersten Augenblick konstant bleibt. Die Spannung 7, 
in der Umfangsrichtung steigt dagegen bei allen r 
nach dem Durchschreiten der Wellenfront sofort an. 
Die Teilchengeschwindigkeit % bleibt bei r=1 
entsprechend der Randbedingung (7.2) konstant, 
während sie für alle r > 1 nach dem Durchschrei- 
ten der Wellenfront abnimmt und sich für > o 
asymptotisch einem konstanten Wert annähert. Auch 
Badialgeschwindiskeit vsamLochrand#=r/a=1 an den Kurven für o, und ö, ist ein Übergang in 
EUR: "einen stationären Zustand zu erkennen. 


Da dieser nicht so einfach aus der Anschauung ermittelt werden kann, wie im ersten Fall, 
so wollen wir ihn mit Hilfe der komplexen Umkehrformel 


12 Me 
"Bild 10. re Ablauf der Teilchengeschwin- 
digkeit = ee == bei plötzlich aufgezwungener 
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a a | re A Re 
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untersuchen. Hier ist 2so zu wählen, daß die Unterfunktion U (r, p) in der rechts von x liegenden 
komplexen Halbebene regulär ist. Da die Watsonsche Funktion K, (z) bei Rez > 0 keine 


Nullstellen besitzt !), so ist die Unterfunktion U (r, p) für Rep >0 regulär (s. Gl. (61)). Da-. 


20 


en 


r = 1) monoton weiter. Für größere r nimmt aber o, 


Grenze r= 1,533, bei der die Radialspannung im 


SR. r zwei Anteile au: 


ir bi. ” wobei die Funktion‘ 


ER Be 
ur für Rep > re und bei pour n: 


geht: Da die Lahtaloer Transformierte von Hit: >i, so nn 


Se formel (79) und aus (80) für die Oberfunktion den Ausdruck: en © NR 
a 2% KA 3 nu 2. . i A ey 3 ET a; 
Üe ee] wende. N un, 
ei i Wir zeigen Fer daß Er meand auf der rechten Seite dieser Gleichung für 4 > © > nach Nail 

aa Durch’ partielle Integration ergibt sich h 

ER »=+tieo +io 2 b7 BL N! 
BR; | 1 er a 
Ne N; | E e un, ») | ER BR ER] p a . | | j Ki ) I 


Day, 5) bei D> © wegen K,() = \ aut wie 1/2 nach Null geht ®), (s. Gl. en), | 
“so ist der erste Anteil in (83) unabhängig von der Größe von t gleich Null. Man kann zeigen, 2 e 
daß 8 09 bei P —0 wie 5 (r — a) unendlich wird und bei ?— © wie 1/p® nach Null geht. 


Damit ist das Integral in (83) et konvergent, und für z 1>@® geht der zweite Ausdruck nach 
Null. Aus (82) erhält man dann für > o 


urd=: IE A EIER a (84). 
Daraus folgt ® F 
27 
LA 0) pP 
1 für EN, m. ee En ee (85). 
erde = 


Die Teilchengeschwindigkeit %: nähert sich bei wachsendem t, wie bei der Diskussion der Kurven 
in Bild 10 festgestellt wurde, tatsächlich einer waagerechten Asymptote. Den asymptotischen 
Verlauf der Spannungen 0, und 0, erhält man durch Einsetzen der Gl. (84) und (85) in das 
Elastizitätsgesetz (60) 


en t(1—») 
7 Fe) 
Für ET" N (86). 
r t(1—») 
REM 72 
Er 


Die durch numerische Auswertung der Integralgleichungen gewonnenen Kurven in den 
Bildern 8, 9 und 10 zeigen, daß bei kleineren Entfernungen 7 die Zustandsgrößen der Scheibe 
sich ziemlich schnell.den asymptotischen Werten nähern. 


Man ‚kann die sich asymptotisch einstellenden der Zeit proportionalen starlonheen Ver- 
schiebungen und Spannungen nach Gl. (84) und (86) mit den für den ersten Fall in Gl. (56) Rus 
erhaltenen vergleichen, wenn man ‘in beiden Fällen die Verschiebungen und Spannungen %, 
9, 0, eines beliebigen Punktes durch die gleichzeitigen Zustandsgrößen.% u, %1, O9] des Rand- 


21), Watson, 8.511. 
2)8. Doetsch, 8.270. 
»)8. Watson, 8.202, d.(1). ; \ 
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Eingegangen: Oktober 1947. 
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ers Fall ‚die dbutlonksen Zustandsgrö ßen. wie bei einer statischen Belastut der 
eibe verteilt sind, so kommen wir zu dem Schluß, daß auch im zweiten Fall mit der pro. s 
'tional zu ‚der Zeit anwachsenden Verschiebung am Lochrand die Zustandsgrößen %, 7, o,im 
ae r a 1 ‚im stationären ı Zustand i in . Zeitpunkt wie statische ae für air, 
Zr ar en = üb werteilt Sud 
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3 Be ER Tea ! er Se 
Bild 1l. Ausbreitung der » Radielspannung 7 RR RR . Bild12. Ausbreitung der Umfangsspannung?, — rin a 
bei plötzlich aufgezwungener Radialgeschwindigkeit d. bei plötzlich aufgezwungener Radialgeschwin digkeit BER 

am Lochrand r = r/a =-1(t = ct/a). j EN >vas am Lochrand # = r/a = -1(1= elja). 


"Schließlich sind in den Bildern.11, 12 und 
13 Kurvenscharen für o,, o, und % über r auf- 
getragen mit Z als Parameter. Diese Kurven sind 
im allgemeinen aus den Auftragungen über Z mit r. 
als Parameter gewonnen. Für kleinere r wurden die ER 
asymptotischen Formeln (85) und (86) zu Hilfe ge-  SCRE 
nommen. Aus den Bildern 11 und 12 ersieht man, vo 
daß hinter der eigentlichen \ Wellenfront bir =t-+1 Er} 
die Spannungen o, und 9, im Bereich der ‚sta- Re... 
tischen“ Verteilung mit einer ziemlich steilen Front EL 
Bild 13. Ausbreitung der Teilchengeschwindigkeitö anwachsen, die sich mit einer sehr viel kleineren 


Wi „ei plötzlich aufgezwüngener Radialge- Geschwindigkeit ausbreitet als die eigentliche Wel- 
dv 


schwindigkeit v,am Lochrand # = r/a=1(f = ya). lenfront beir =t-+1. Die Ausbreitungsgeschwindig- 
keit der nacheilenden steilen Front kann man 

-näherungsweise aus derin ihrem Bereich gültigen asymptotischen Formel (86) berechnen. Da 
diese Front nach oben nicht begrenzt ist, so kann man nur fragen, mit welcher Geschwindig- 


‚keit. ‚sich eine ganz bestimmte Spannung 0, oder 0, ausbreitet. Aus (86) erhalten wir z.B. 


0, 
| dr 1» 1 
und daraus nr Ta 57 
_ oder wenn man nach (59) zu den dimensionsbehafteten Größen zurückkehrt 
er: en a 
: de 0, Ir ° 


Daraus kann man die Ausbreitungsgeschwindigkeit z. B. der Bruchspannung berechnen, wenn 
sie nicht bereits an der eigentlichen Wellenfront erreicht wird. 
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 Asymptotische Entwicklung der Eigenwerte 
und Eigenfunktionen der Differentialgleichungen der 7 
Sphäroid-Funktionen und der Mathieuschen Funktionen. 
Von J. Meisner in Aachen. EN 
ie Bi ie A der Di tialgleichung (1) der Sphäroidfunktionen werden für große positive und. 
ie Wk. de a RE Reihen nach fallenden Potenzen von 7 tellt, von denen die Ko- 
effizienten bis zum Glied y> emplizit angegeben werden. Die zugehörigen Eigenfunktionen werden nach 
Funktionen des rar an nach SEE ee BEE BIN 
ei twi ignen sich zus numerisc Eigenwerten Eigenfu 
en Da ag Die Ergebnisse lassen sich durch Spezialisierung auf die Mathieuschen 
Funktionen übertragen. : | 
igen-values A of the differential equation (1) of the spheroidal fünclions are presented, in the case 
in R A: ee Velos values, by series proceeding with descending powers of Y, 
the coefficients of which are given ewplicitly up to Ihe term 7°. The corresponding eigen-funclions are ex- 
panded in functions of the parabolic cylinder and in Laguerres orthogonal functions. The series exrpan- 


sions Ihus obtained are apt for Ihe mumerical caloulation of eigen-values and eigen-functions in case of large 
values of Ihe parameter. The results can be iransferred to Mathieu’s functions by specialization. 


Pour des grandes valeurs positives ou n£galives du parametre y?, les valeurs propres 2 de l’&quation 
differentielle (1) des fonctions spheroidales sont exprim£es par des series en puissances ntes dont 
les co£fficients sont donn£s (jusqu’& y”?) d’une maniere explicite. Les valeurs propres correspondantes sont 
developptes en fonctions du cylindre parabolique ou en fonctions orthogonales de Laguerre. Les developpe- 
ments en serie Lrouvds peuvent etre ulilises pour le calcul numerique des valeurs et des fonclions propres des 
grandes valeurs de paramötre. A l’aide d’une petite modification, les r&sultats sont applicables aux fonctions 
de Maihieu. 

XapakrTepuctuyecknue sHayeHna A nuhepeHimnaspHoro ypasHenHua (1) cheponnansHEIX PyHK- 
nnü NpencTaBlAwTcH B CAIyyae ÖONIHX HONOKHTENIBHEHX HIH OTPHUATEIBHEIX 3HAgeHHH 
napameTpa y2 BBane pAna IIO YOHBAWIIUM CTEIIEHAM OT y, IPHyYeM TOYHBIE BHAyeHHA HX KOAbH- 
UHEHTOB-IPHBeNCHEE IA WIeHOB NO Y°°. ÜOOTBETCTBEHHLE XAPAKTEPHCTHyecKHe $YHRIHH 
PacKIankIBAMTCH NO PYHRUHAM NTAPa0ONNYyecKoTO LNHAIHHAPA H IIO OPTOTOHA.AIBHEIM PYHRIHAM 
‚JIareppa. Halinennse pas NPATOAHE 1A YUCHEHHOTO OTPeAeTeHHN XKAPAKTEPHYCTHYECKHX 
snayeHuni u PyHKUMmÄ Ipu Ö6oNbImmX Tapamerpax. Pesyısrarsı 9Tof pabotst MOTyT ÖBITB B 
YACTHOCTH UPHMeHeHH K PYHKIIHAM MATb£. 


1. Aufgabenstellung. Die Separation der 
Wellengleichung in rotationselliptischen Ko- 
ordinaten führt auf die Differentialgleichung 

2 > 
(1 — 22) EI —2z ef 


dz? dz 


m? 


+ TIER )f=0 N). 


m und A sind Separationsparameter; der Para- 
meter y? hängt mit der Wellenzaht'zusammen. 
Bei reeller Wellenzahl (dämpfungsfreie Pro- 
bleme) ist y? positiv oder negativ, je nachdem 
die eine Schar von Koordinatenflächen aus 
verlängerten oder abgeplatteten Rotations- 
ellipsoiden besteht. 

Die Lösungen der Differentialgleichung (1), 
die Sphäroidfunktionen, umfassen als Spezial- 
oder Grenzfälle die Kugelfunktionen, Zylinder- 
funktionen, die Laguerreschen Funktionen 
und die Funktionen des parabolischen Zy- 
linders. 

In vielen Anwendungen kommt es darauf 
an, Lösungen von (1) für m =0,1,2,... zu 
finden, welche in den singulären Punkten 
2=+1 der Differentialgleichung endlich blei- 
ben. Solche Lösungen, die Eigenfunktionen, 
gibt es nur für bestimmte Werte von A, die 
Bild 1. Verlauf der Kurven A=2y (p) für niedrige Werte Eigenwerte. Sie hängen noch von y° ab; ins- 

des Index n. besondere im Spezialfall der Kugelfunktionen 
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d ei ns Posittye der N Werte von Es zu unt 
sich auf den Fall n=+12 ‚übertragen, in welchen (1), ab- 


er een: Dansformahn, Sr die, Re A 


Ehfwekluhg- Mer Eigenfunktionen Hack! Tunkbonen des, paräbolischen. Zylader % 
S rechnung der en Payuun der DRRIRESRDE, mi in 2= + 1 zeigt, 
aus. die a NE; - er 


ee id — 2)mi2 Me} ” & 


Kaelinlerte Funktion ga): in = < © a 1 endlich ist und wi Infekvalländen dicht vor- R 
2 FREE, wenn F (2) eine Eigenfunktion von a) ist. ‚Sie genügt Kr N RE BBES 


Megane Hamm nr 219=0. 
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Er ‚Sei y positiv. und: = = . Die singulären Stellen = Ei der Ditterentialgleichung ( 1) rücken 


E 2 san in der ı neuen "Veränderlichen. v bei unbegrenzt wachsendem Y beiderseits i ins Unendliche 
7 und Kar er über in en Be 


: 2 ER Kr E: re +, —)ja=0.. ne in or 


wo die Bedeutung von N durch .::, .: Ger ee 


Ki 1 h 


ee 


REREPNTE 


® en er (4) ist. die Ditterentiälgleichüng der Funktionen Dy (v) des väraholistheh Zylinders. 


Ihre Eigenwerte sind N=0,1,2,..., Für den Eigenwert A ergibt sich so das asymptotische 


- Verhalten A (2 N +1) ) y, die Eigenfünktian fe) 2) wird durch (1 — z2)m/2 Dy (22 y) asymp- 
‚ totisch approximiert. 


Zur Genädesen Lösung won (1) versuchen wir den Ansatz 


oo 


a ame PHERT? Dy+. (227) Re a (6), 


I=— 2 


wobei sich die Summe nur über alle geraden r erstreckt, da die Eigenfunklionen gerade oder 


ungerade in 2 sind,‘ und wobei ferner ; 
0 - für or +0, y®. ER CET EEE m. 


Eee. von (6) in (1) liefert nach einigen Umformungen, die von der Differentialgleichung 
und den Rekursionsformeln der Funktionen des parabolischen Zylinders Gebrauch machen, 
eine Gleichung der Form e> NR, : Dx+r —=0, für deren Bestehen die Bedingung 7,=0 hin- 


- reichend ist. Sie lautet, ausführlich geschrieben, 


on Amar + AR Br (Nr +) Hm Hr HN s E 


4m (N tra) (N-+Hr-+1)arts | (8). 

HN Hr + (NAH +3 (N Hr HYN Hr Dos 0 

ve a4, 8) 

Es liegt wegen (M) nahe, dieses Rekursionssystem durch Reihen nach fallenden Potenzen 
von y nach den «, aufzulösen, von denen die für «, mit einem konstanten Glied beginnt, während 
die anderen eine negative Potenz von y als erstes Glied haben. Ein solcher Ansatz ist jedoch 
nur durchführbar, wenn A selbst in bestimmter Weise durch eine Reihe nach fallenden Potenzen 
von y dargestellt wird. Eine nähere Untersuchung zeigt, daß dann 
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os ag (Wr 1000 1 + 9927 9° 422170) — 775 5 +10 +36) | 
h , i | 3m# Rn | 


ER + er By; 


en re Hg num pre | 
| | + 127550 q° + 298951 dtrs (855 9 + 1505 g) ar ] +0 ve ge a ? 


mL %r x (9) . , r=2,46,...) 
%o & y* er. | E 
1 FE u 
© a. ) 2 . - 1 
I le N (r=2,4, Be i | 
&, ® u yE Be - 
DAR 2 = 5 —1) ‚|! 
Worin gH2N Hi = 3, 5... und.) 
nt = 52); 
| j 
a0 = + 5075 [30° + 10848 +343 9-4 560] — 5 [1 —4g +35]; 
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— a Mur IE ER s 5 32073 e 3 10); 
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Der Grenzfall'y=0 führt auf die Differentialgleichung der Kugelfunktionen und daher 
auf die Kugelfunktionen Pf(z) als Eigenfunktionen. Die Zuordnung zwischen n und N ergibt 
sich durch Abzählung der von y unabhängigen Anzahl der Nullstellen im Intervall —1< 2<-+1 
zu 


Tafel 1 enthält einige mit (10) unter Ausschluß der Glieder der Ordnung y® berechnete 
Eigenwerte. Sie werden mit den auf 6 Dezimalen genauen Werten verglichen. Die letzte Spalte 
der Tafel gibt das letzte in (10) berücksichtigte Reihenglied. 


Tafel 1. Einige Eigenwerte für m = 0, y=1 


m — 
ya | Eigenwert | Näherung (10) | Letztes Gliedin(10) 
ha nl ER FE REN 
10 +2,305040 +2,29376 —0,01010 
25 -+4,195129 +4,196836 —0,001022 
100 -+9,228304 -+9,228324 —0,000032 


3. Entwicklung der Eigenfunktionen nach. Laguerreschen Funktionen. Für —y’>1 
sind die oben berechneten Reihen nicht brauchbar. Wir setzen in (3) —y?=y’?. y’ sei positiv 


angenommen, Die Transformation v=2y’(1— z) führt den singulären Punkt z=1 in v=0 


ha u a en 


Koeftizienten. BR für “N + ‚0 Sie: et ee eh Were’ Br '>o. Wir g 
Ansatz wieder in (1) ein und erhalten nach einigen Umformungen mit ‘Hilfe der D 

entialgleichung und der Rekursionsformeln der Laguerreschen Polynome in ge ei 
wie im zweiten ‚Abschnitt ein dreigliedriges Rekursionssystem zur Berechnung. der Be 


“ 5 HH Im HIHI m Br @ +21 tm) pH ion 

: ee en DEZENT RACE Fe 
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nn Der we von fallenden POSCHNER iny für 4 und die a liefert in a ähnlicher \ Weise. 
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BE Aether ne a - aa ro Rn | 
2 Me i 3 2 BR ES Es him Hm 
3 3 - 2 Er 5027 sn Husp +7 — am 07, +9) Hm] 


(19), 
Er ml +340 2° un, 123 pi +3) j ARE 
HB me (18 46) 2m] 


grad [527 p° 4m p* 45221 92 41009 — m? (939 pt -+ 3750 p® 41591) 


i 2; Er + m# (465 p2 4635) —53 me] +0 (y 5: 
ER ee va N Rs 
= = Be | . (20), 
mit “ ö 
Bu ER N Pr=—35[(P +1? — m] aRER i 
3 ee ern Ä 
1 (21). 5; 
RT m! pr —mlpr Be Pa = 09a! a a )2?— m?]: 
PH: = 


ea 1 . i 
FR = 5 [IP 1 me]tep HP —meltp +5? — me] usw. 


FR: Die Zahl der Nullstellen der‘Eigenfunktion (16) in —1<2z<-+-1 ist wieder von y’ unab- ‘ 
- = „„hängig. Für sehr große y' ist nur das Reihenglied mit i=0 von Bedeutung. In der Nähe von 
Er _ z=-H1 überwiegt sein erster Term sehr stark den zweiten, in der Nähe von 2 —=—1 ist es um- 
gekehrt. Jeder Term hat N-Nullstellen; sie liegen in der Nähe von 2=--1 bzw. 2=—1; dazu 
- kommt im Falle des unteren Vorzeichens eine Nullstelle bei z=0. Der-Vergleich mit der Zahl 
der Nullstellen von P7 (2), ” h. im anderen Grenzfall y' =0, gibt somitn— m =2 N =p — m— 1 
für gerade n— mund nm =2 N +1=9»—m für ungerade n — m, oder 


Er für gerade n—m,  p=n für ungerade n—m ..... (22). 
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"denen die eine gerade, die andere ungerade in z ist. Doch sind die beiden zuge hör: gen ig 
‚werte nicht einander gleich [zu jedem Eigenwert gibt es nur eine der D fferent 


\ geraden i = > ar 
. gehören zu p—1=n = m, m-+2. m +4, die ungeraden re =m+1l,m+3,m+5, .. a» 


'y=0 entsprechen. 
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808 Meisner, Asympiotische Hntwicklung der Eigenwerte und igenfunltionen 
Zu jedem p=m-1, m +3, m +5, .... gehören nach (16) zwei E, 


gleichung (1)], sie stimmen nur asymptotisch überein. Die Eigenwertkurven laufen für y’— 
d.h. y? >— » paarweise zusammen, wie die Abbildung zeigt. Die 


Dies folgt aus den Symmetrieeigenschaften der Kugelfunktionen Pe)» die dem Grenzfall 


Tafel 2 enthält einige Paare von Eigenwerten, wie sie Bouwkamp [3] aumerisch.aut 6 Re 
bzw: 5 Dezimalen genau berechnet hat, ihren Mittelwert, sowie die Näherung dieses Paares von 
Eigenwerten durch die Reihe (19) mit Ausschluß der Glieder O(y’*), ferner den Wert ds 
letzten berücksichtigten Gliedes. 


Tafel 2. Einige Eigenwertpaare für m=0, p=1 und p=3, 


»'% |. Eigenwertpaar | Mittelwert | Näherung (19) Letztes Glied in (19) - 
gen Fer | Y 
— 4,6092 | _ x F 
10 4,792424 4,80148 0,0042 a 
—16,05041 R x | 
25 Ser 16,06472 16,06433 —0,00042 4 
—36,90015 2 ER | | 
50 Fa als | 36,89963 36,89957 —9,000076 
100 | ee | 8102794 | —81,02794 —0,000013 2 
m—0,p=3 5 : 
_45,48967 3 
100 | cn | —45;48679 | 45,48459 | —0,00281 


‘ 4. Ergänzende Bemerkungen. Die Nullstellen der Eigenfunktionen werden für sehr große 


positive y durch die Nullstellen der Hermiteschen Polynome mit dem Argument zy2y, für 
große positive y’ durch die Nullstellen der Laguerreschen Polynome mit dem Argument 
2y'-(1+z) approximiert. Im ersten Fall ist die Verteilung der Nullstellen für „> unab- , 
hängig von m; sie rücken mit wachsendem y immer näher an den Punkt z=0 heran. Im zweiten 
Fall nähern sie sich mit wachsendem y’ immer mehr den Punkten z=+-1. Auch die Lage der 
Nullstellen läßt sich nach fallenden Potenzen von y bzw. y’ entwickeln. 

Die Bedeutung der Reihen (10) und (19) beschränkt sich nicht auf ganze m und auch 
nicht nur auf die Eigenwerte der Differentialgleichung (1). Ein Beispiel nicht ganzer »» (nämlich 
m = + 1/2) wird im nächsten Abschnitt behandelt. Ein besonders charakteristisches Beispiel, 
wo die Reihe (19) einen Sinn hat, obwohl sie keinen Eigenwert approximiert, ist folgendes. 
Definiert man den Wert A7(y) des Separationsparameters A in (1) durch die Forderungen, daß 
es Lösungen dieser Differentialgleichung gibt, welche sich bei einem Umlauf um den unendlich 
fernen Punkt mit 1 multiplizieren und daß 47 (y) für y—0 stetig in » (n--1) übergeht, so - Jäßt 
sich zeigen, daß beispielsweise 


ER 1 1 1 
1 ne Eh it Ama dt er ee ren 
14 (y) nes 23 (Y) fe 1 yı 4y Y Y ri 4y' Fogyi 512y’5""’ (22) 
BE 1 1 1 
2 = yi_ — Anke 2 DEU nn Re HR BEE N: 


Allgemein läßt sich zeigen, daß die A” (y) für ganze positive mund für n = 0,.1,2,...m —1 
die Wurzeln einer algebraischen Gleichung in A vom Grad m mit inyund m rationalen Koeffizienten 
sind. 

Die Reihe (19) reduziert sich für m=1 und n=0 (d.h. p=0) auf das erste Glied und “ 
stimmt somit vollständig mit (22) überein. Etwas verwickelter liegen bereits die Verhältnisse 
für m=2 und n=0 bzw. n=1 (d.h. p=1). Hier stimmt die Reihe (19) mit 43 (y) in (22) auch 
in den in (19) nicht angegebenen Gliedern überein, wovon man sich leicht überzeugt; der andere. 
Wert 4, (y) wird nicht durch diese Reihe dargestellt. Es ist jedoch bemerkenswert, daß wenigstens | 
einer dieses Paares von A-Werten durch die Reihe (19) richtig wiedergeben wird und daß diese 
Reihe für 29 >1 konvergent ist. | 

‚ Die formale Herleitung der Reihen (10), (11) und (19), (20) gibt keinen Aufschluß, ob 
diese Reihen, sowie. die Reihen (6) und (16) konvergent sind. An anderer Stelle soll gezeigt werden, 
daß diese Reihen tatsächlich im allgemeinen nicht konvergieren, jedoch asymptotischen Charakter 


dei u U 2 u 2 20 


{ ungen he (19) geben, 1. Bi 
'echne als letztes das Glied mit 1/y’; nur für N 0 ee sie zwei we en, 
amp [3] gibt zwar noch die Glieder der Ordnung y’-2 an, "aber nur im 3% 

e Entwicklung nach Laguerreschen Orthogonalfunktionen dürfte si 
olm (7) finden, bei den früheren Untersuchungen wurde statt der ‚Sum 
nach steigenden Potenzen von 2y (142) angesetzt. { 
ihe (10) ist uns nur eine Berechnung von W.F. Eberlein Princeton, N. . } be- 
eworden (durch eine freundliche Mitteilung von A. N. Lowan, New York, wofür auch 
di Stelle sn gedankt sei), welche sich bis. .; Beevehen der Ordnung 2 erstreckt. 


es h-Asymptotik der | Mm athieusehen Differentialgleichung: In unseren Reihen (6), (10), 
. Br und (16), (19), (20) sind auch entsprechende Ergebnisse für die Mathieusche Differential- 
‘  gleichung :als Spezialfall enthalten. Diese ee ul et sich : aus an durch eine 
ale Bd gewinnen. SEN 


SB Fell aa. ee; eo BB ars 0. 

SER Dann ergibt sich : aus An für en die Ditferentialgleichung. ra Lit ER ER 

E Be f Gz ie EN en Hip cos a a 70 . R a. > 

3 “ i "Dies ist für m — = - die Mathie usche Ditterentialgleichung, Setzen wird +4 E ge = er und : 

ne 4m, so nimmt 5 sie ihre Normalform (Strutt [8 RE © 

& RR ER | 3 Er A— 27 002010 - ee a (25) 

d an. Das Eigenwertproblem weist hier gegenüber dem der Sphäreidfunkhionen kleine Unter-. 

E % edle auf. Das Grundgebiet erstreckt sich hier von 0 bis 2x (dort wares 1 <z<s-+J1, 

E- d.h. wegen (23) 0<s®< WE es gilt die Randbedingung der Periodizität @ (0 +27) = 69). 

# e NS ‚Wählen wir in OB Mm - : ‚so ergibt sich nach (23) für G(0) der Ansatz 

& 0 een &, Dy4 (27% cos 0) IE See ae 120) S 

BR ia: 1r=—©_ dr 

e er wobei wir h > 0 Yoraussetzen. Der Summationsindex r nimmt auch hier nur gerade Werte an. = 5 

. Das fünfgliedrige IE EUTSIGRERYESEIN, (8) geht für m-—[i in.den neuen Bezeichnungen über in EN. 

F tin at AA ER +BR-(@N +27 +) 2 tr Hl) (N tn — 1a, \ a 
—2a(N+r +2 (N+r-H) 42 N tr +4) (N+r+3) (Nr -H2) are (27). 2 Br 
; 0:2 #4‘ |: Ba: 


= Der Ansatz (26) approximiert die Mathieuschen Funktionen cey (9; h). e . er 
h - Setzen wir dagegen in (6) m =--1/2, so ergibt sich statt (26) der Ansatz ! j 


Br; : - G(0)=sinO: I ia, Dyrr (2 WEB ONMD NL + (28). 
| ER ‚Die Rekursionssysteme (8) für. m = rn und m = er 5 gehen, ineinander über, wenn man &, 


- durch ö*_- 0, ersetzt. Aus diesem Grunde ist in (28) den. a eingefügt. Die a, in (28) sind 
- dann dieselben wie in (26), genügen also auch‘ (27). Durch (28) werden :die Funktionen 
sen+ı (9; h) approximiert. 


Für A folgt aus (10) für m = F 
= 1 1 4 2 
A=—2h+2gh ee 434-9) 


En = ar (33 410 9 4405 9) — = 7 (63 9°4+ 1260 42943 9°-+486) | > - (29). 


a. (527 9° +4 15617 95 69001 9° 41607 9) +0 (h* 


RE 


IE Ei 


Hierin et q gzan+ı) DR u nn u und son ic 
totisch zum gleichen Eigenw‘ 

Bi Andere asymptotische Reihen Sa HeR sich aus der Bntwieklung (1) nach guert 
2... Orthogonalfunktionen für m — 5 5: Wegen des Zusammenhangs der ea P 
& nome vom oberen Index # mit den Hermiteschen Polynomen ergeben sich a 
Entwicklungen nach den nee des parabolischen Zylinders, one a 


mente als (26) und (28). Von ihrer Wiedergabe sehen wir wegen ihrer 
Die NONE der BERN uschen Funktionen 


f 00,16: h)2d0 = = [ver (6: Mda=aı =. BE eo a 
kann auch an den asymptotischen Reihen vorgenommen werden und eier, beispielsweise. 


[2 


N 


| 0-5) ı (Nıy-u2[1 +0O(h)] _ für cey, ser RENTE Kr 


Hieraus lassen sich ferner asymptotische Ausdrücke für die Koeffizienten der Entwi 
der Mathie uschen Funktionen in Fourier-Reihen gewinnen. BPAIMIBERNE ist für gro De 


ae LE a RE SEEN R 
a ET Fl 


u 


en. 


c&n(9; h) _ JE cos 2 sO Dan (2YR cos 0) “an N ee or 5 Fr 
.8=0 


B 


Die Koeffizienten A” bestimmen sich in bekannter Weise aus dem Integral über i 
Dzn(2 Yhcos O) cos 2s©. In diesem Integral geben für große positive A nur die Umgebungen 


i von = 5 und 9=3 = wesentliche Beiträge. Man kann,daher cos © in der Umgebung dieser 


Stellen reich und, wenn s hinreichend klein ist, cos 2s @ durch +1 bzw. —1 ersetzen, je 
- ee ob s gerade oder ungerade ist. Die Integration liefert dann ; 


En 


An = ne ua! m! —1): (ah)-Y% 1 +0 (A=*)] 
. (33). 


An) — In +34 fern (1) (al [1 +0 (9), (=1,2,3,...) 


Entsprechend findet man asymptotische Ausdrücke für die Fourier-Koeifizienten der 
anderen Mathieuschen Funktionen. Als Zahlenbeispiel diene für A=6 der asymptotische Wert 
49 = 0,404 gegenüber dem auf vier Dezimalen genauen Wert 0,4093. Doch wird diese Näherung, 
bei diesem verhältnismäßig kleinen Wert von h bereits schlecht für AD, 

Die Reihe (29) für die Eigenwerte der Mathieuschen Differentialgleichung ist von Gold- 
stein [4] und Ince [5] nach einem anderen Verfahren gefunden worden. Es besteht, auf die 
allgemeinere Differentialgleichung (4) angewandt, in dem Ansatz 


Sad =1 Amt efay@)[L +yt-9,)+y2:B8,()+ 1]... .. (34), 
A=4P + Bi htm Hd LE EFF ZT 
Hierin sollen die zu bestimmenden Funktionen ®(2), v(z), D,(2), D;(2), ... und Konstanten 


4, B,0,C,,... von y frei sein. 

Dieses Verfahren versagt jedoch gerade in den 2-Bereichen, in welchen die Nullstellen der 
Funktion f(z) im Intervall —1l < 2 <-H liegen und bringt nicht zum Ausdruck, daß als Grenz- 
fall für y— oo bzw. y— 0 oa die Funktionen des parabolischen Zylinders bzw. die Laguerre- 
schen Orthogonalfunktionen entstehen. Die Rechnungen, die zur Durchführung dieses Ver- 
fahrens erforderlich sind, gestalten sich erheblich langwieriger als bei dem von uns eingeschlagenen 
Weg. 


Literaturverzeiehnis. 


[1] W. D. Niven: Philos. Trans. Roy. Soc. London 171 (1881) 8. 117. 
[2] J. Meixner: Bericht der ZWB, "Nr. 1952 (1944). 
"B] Ch. dJ. Bouwkamp: Theoretische en numerieke behandeling van de buiging door en ronde opening. Diss, 
(Groningen). Groningen-Batavia 1941. 
[4] S. Goldstein: Trans, Cambridge Philos. Soc. 23 (1927), 8. 303. 
[5] E.L. Ince: Proc. Roy. Soc. Edinburgh 46 (1926), S. 316. | 
[6] W. G. Baber und H.R. Hass6: Proc. Cambridge Philos. Soc. 31 (1935), 8. 564. ; nd 
[7] N. Svartholm: Z. Physik 111 (1938), S. 186, 
[8] M. J. OÖ. Strutt: Lamösche, Mathieusche und verwandte Funktionen in Physik und Technik. Ergebnisse 
der Mathematik und ihrer Örenzgebiete. Bd.I, Heft 3. Berlin: Springer 1932. 


Bi 


EN or Fred 1 Rößler ; in a 


Bo werden. en Bigenschaften für ein neues Pa Ra (für ae, e) @ eben, 
R a in ren men ‚Reliefperspektive jedoch mit der Abweichung von He veser vr wird, daß der. Ri Gh 
Fe es und der der Fluchtpunkte nunmehr gewisse Zylinder sind.’ 


EEE Some geometrical properties are referred with regard to a new meh of mapping (of r round veliefs) That 2% 
ER, is annlogous to. the relief perspeotive but di iffers from it by the ei that the loci of the intidence we vantahing 
points are ‚certain eylinders: s 
Be. L’auteur donne quelques proprieies geomätriques BER nouveau Drnakde de repr&sentation Kadhr des reliefs Wr 
A e ronds) qui est analogue ü la perspective de relief, mais gun differe d’elle par le fait que les Be de ae FE 
BE d les points de fuite sont oerkains eylindres.. 4 
‚B 3104 padore ONuCHBaIMTeA TeOMeTpnyeckne NE HOBOTO nerona a a; 
77 Fe KEPyTiBIX petsedop). ITOT MCTOX ‚SHANIOrNYeH penseßnof HePCHEeKTHBE, OTAINYAETCH, DEN 
Be, OT Hee ONHAKO TeM, YTO a MECTOM SROR. 1 TOYeR es AERDIGH, HeXRo- SR R 
0... TOpke MAIHHNPEL. e ; 
| Ein Objekt, das man aus einem im Endlichen gelegenen Punkt NER "werde einer 
,: zentrisch-kollinearen Transformation mit diesem Punkte als Kollineationszentrum unterworfen; 
0 steht dabei die Fluchtebene der zentrischen Kollineation vor dem Beschauer und die Kolline- 
. ationsebene ‘(auch Spurebene genannt) zwischen dem BesChauer und der Fluchtebene, so erhält > 
ein etwa hinter der Kollineationsebene.liegendes Objekt durch die zentrische Kollineation ein 
 „räumliches Abbild, das zwischen den beiden genannten Ebenen gelegen ist und das dem Auge 
des Beschauers einen ähnlichen Gesichtseindruck hervorzurufen vermag wie das Objekt selbst. 
... Man nennt ein solches Abbild ein Reliefbild oder kurz Relief, die geschilderte Abbildungs- 
methode Reliefperspektive!); ihr Anwendungsgebiet ist die Reliefplastik und die Bühnen- - 
dekoration (Theaterspektive). _ | 
- In der vorliegenden Arbeit wird ein neues Abbildungsverfahren definiert, das der Relief- 
- perspektive analog ist, bei dem jedoch an Stelle der Spurebene und Fluchtebene Zylinder treten. _ 
- Eine solche Abbildung kann in der Reliefplastik mit zylindrischem Hintergrund (Rundrelief _ 
an einer zylindrischen Wand) und in der Theaterperspektive (bei einer Bühne ‚mit Rundhorizont) 
- Anwendung finden. 
Im Hauptteil der Arbeit werden die geometrischen "Eigenschaften ‚der Verwandtschaft 


Pr 


Fr 


a arte a an 


se i 


EN, für den Fall besprochen, daß die beiden genannten Zylinder koaxiale Drehzylinder sind und R 

E das" Auge auf ihrer Achse liegt; am Schluß werden Ausblicke auf Verallgemeinerungen dieser SUR 
| ee läingen angegeben. vage | BR. 
E ; I. FIR 
a Gen sei (Bild 1) ein Deehzrlindlr « mit der (vertikal gedachten) Achse 2 und dem 43 ” 
} Radius a und ein mit ihm koaxialer Drehzylinder 9 mit dem BR: 


Radius f (f>a). Für ein Auge O auf der Achse 2 betrachten 

‘wir eine zentrische Verwandtschalt, bei der entsprechende 
- Punkte auf einem Strahl durch O liegen, & der Ort der 

Inzidenzpunkte (außer O) ist und die Fernpunkte ihr Bild 

auf Qhaben. Ist P ein Punkt, dessen Bild P festgelegt 

werden soll, so ziehe man den Halbstrahl (OP), der den 

Zylinder & in dem Punkte A, den Zylinder 9 in dem Punkte 
‘_F, dem Bild des Fernpunktes F, von (OP), schneidet. 
Verlangt man, daß das Doppelverhältnis 


WAFB=|WAR.D ..:....W 


seh so ist damit die Verwandtschaft festgelegt. 
Dabei hat man — wie das Wort Halbstrahl besagen 
soll und wie in Bild 1 dargestellt ist —diejenigen Punkte A 


und 7 als Schnittpunkte zu wählen, die beide auf derselben 
Seite von O liegen wie P. Für die Darstellung eines Rund- 


 reliefs ist nur ein so erhaltener Bildpunkt P von Bedeutung. 
Wählt man als A und # diejenigen Durchstoßpunkte der Bild 1. 


1) Vgl.Chr. Wiener, Lehrb.d. darst. Geometrie. Leipzig 1884, I. Bd. 8.47ff, —R. Staudigl, Grundzüge der Reliei- 
perspektive. Wien 1868.— L. Burmester, Grundzüge der R: liefperspektive nebst Anwendung zur Herstellung reliefperspekti- 
-vischer Modelle. Leipzig 1883. — L. Burmester, Grundlehren der Theaterperspektive. Allgem. Bauzeitung 1884, 8.39, 44, 53. 
— E.Müller, Vorlesungen über darstellende Geometrie. I. Bd.: Dielinearen Abkildungen, bearb. v. E. Kruppa, wien 1923, 
$S.229 bis 234, — A. Stuhlmann, Lehrb.d. RB liefperspektive. Hamburg 1914. — Müller-Kruppa, Lehrb. d. darst. Geo- 
metrie. Leipzig u. Berlin 1936, III. Teil, 8. 301366. 
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| 312. Rößler, Geometrische Betrachtungen zur Reliefperspeltiye 


| Geraden (0 P)mit den Zylindern, die nicht mit P auf derselben Seite von Oliegen, so erhält N. 
Be ein zweites Bild von P, das später noch erwähnt werden wird. Würden A und F et RN 
a ° auf verschiedenen Seiten von O’ gewählt, so erhielte man noch zwei weitere RR ae 


Der Punkt V der Geraden (OP), für den der gerichtete Abstand OV =FA ist, hat sein 
Bild im Fernpunkt der Geraden. Nennt man «den Spurzylinder und @ den Fluchtzylinder, are 
so ist der mit ihnen koaxiale Drehzylinder y vom Radius v» =f—.a der Verschwindungs- 
i aft. y er Set is 
RR = bestimmt, wenn man das Zentrum O, den Spurzylinder « und ein 
P- Paar entsprechender Punkte P und P (auf einem Halbstrahle durch O) kennt; denn aus a) 
# ergibt sich dann 7 und somit, 9. — Die Verwandtschaft ist ferner bestimmt, wenn O, die Richtung 
der Zylinderachse z und zwei Paare entsprechender Punkte PP und QQ gegeben sind. Denn 
projiziert man die Punktepaare normal auf eine (etwa durch O gehende) zu z senkrechte Ebene 7, 
wodurch man die Punktepaare P’P’ und Q’Q’ erhält, und dreht dann Q’ und @’ um O nach Q, 
bzw. O/ auf (O.P'), so ergibt der zweite Doppelpunkt der beiden durch OP'Q, und OP'Q, ge- 
gebenen projektiven Punktreihen einen Punkt A von a. 


A 


a) Die planimetrische Verwandtschaft in a. 


Die durch O und senkrecht zu 2 gehende (also horizontal gedachte) Ebene z schneidet % 
$ und y in drei konzentrischen Kreisen, dem Spurhorizont a, dem Fluchthorizont 3 und 

dem Verschwindungshorizont v. | . 
Betrachten wir nun zunächst die durch obige Festlegung in x definierte planimetrische 
— Verwandtschaft! Sind P und P ein Paar entsprechender Punkte (in =; s. Bild.2) und sind A 
und 7 die Schnittpunkte des Halbstrahles (OP) mit a und f, so ist — da das Doppelverhältnis, 


das je zwei entsprechende Punkte vereint liegender projektiver Punktreihen mit ihren Doppel- 
punkten bilden, gleich ist — 


(VAPPL=I0OAF SF Ze a (2); 
dreht sich ein Halbstrahl um’O, so ist stets (OAF&F) = =. wegen (2) also auch Ta 
wAarp-1Z® woraus sich | | 
| (OPAD) = 7 Sy 8) | 


ergibt. | 

Ist nun (Bild 2) eine in x liegende Gerade g abzubilden, so zieht man zunächst durch © 
die Parallele zu g, die ain den Punkten A, und A,und f in den beiden Fluchtpunkten@,und@, 
schneidet, die dem Fernpunkte @% von g entsprechen. 

Durchläuft nun ein Punkt P die Gerade g, so dreht sich der zur Abbildung der Punkte P 
verwendete Halbstrahl so, daß der auf ihm liegende Punkt A denjenigen zwischen 4, und A, 
gelegenen Teil von « durchläuft, der auf derselben Seite von O liegt wie g. Daraus und aus der 
Gleichung (3) folgt, daß P den zwischen @, und @, liegenden Teil eines Kegelschnittes 9 durch- 
läuft, der aus « durch eine zentrische Kollineation entsteht, die O zum Kollineationszentrum, 


9 zur Köllineationsachse und die Charakteristik R hat. Da das Kollineationszentrum OÖ der Mittel- 


punkt des zu transformierenden Kreises « ist, so ist O bekanntlich ein Brennpunkt aller 9. Die 
jeweilige durch O gehende Senkrechte zu gist die Hauptachse von. Daraus, daß unser 7 durch G, 
geht, erkennt man, daß alle 9 denselben Parameter f haben. 

Dreht sich der Strahl weiter um O, so daß sein Punkt A den restlichen Teil von « durch- 
läuft, so stellt der diesem Restteil von «in der genannten Kollineation entsprechende Teil von 9 
die Gesamtheit der obengenannten zweiten Bilder der Punkte der Geraden g dar. Nennen 
wir, da nun der Sachverhalt besprochen ist, wegen der Kürze der Ausdrucksweise den ganzen 
Kegelschnitt. 9 das Bild von g, so gilt der 
Satz 1: Die (nicht durch Ogehenden) Geradenin zbildensichalsein System mono- 

fokaler Kegelschnitte (mit Oals Brennpunkt) vomgleichen Parameterfab. 

Man erkennt ferner, daß man den oben genannten Kegelschnitt g erhält, wenn man den 
Kreis f mittels einer zentrischen Kollineation transformiert, für welche O das Kollineations- 


Ko Inesomsächte und #P (. Bild D) ei ein Paar u 
eine einfache konstruktive Lösı ng der Aufgabe, durch 
en zwei gegebene Bildpunkte e hnitt 9 zu legen, CH, der Aufga e, einen Kegelschnitt tt 
R ‚zu konstruieren, von dem r man, den Brennpunkt, den Parameter und zwei Punkte kennt. Sind pP: 
| und Q diese ‚gegebenen Bildpunkte: ‚von J, so ) ziehe man Inn Halbstrahlen Ru und a (00) © die eh Be 
Ant, den ı Punkten #7 ‚bzw. Fy schneiden. | 
‚Die ass durch ° E und ee den 


= (Ee) Fr ats die Ken ER eben: Be 
969 ‚sprochenen _ zentrischen Kollineation, 
3 *: die fi in den gesuchten Kegelschnitt über-- 
5 “ führt! (Dabei sei aufmerksam gemacht, 
= daß: die. Aufgabe im allgemeinen vier 
Lösungen hat, wenn man nicht — wie 
. hier für-g — die ‚Voraussetzungen, mit 
N den. Halbstrahlen macht.) 
©. Eine andere Auftindung der Bild 
ee kegelschnitte g ist Peer: al da 
E angegeben. PR 
s Da der Parameter der Kegel: 
schnitte 9 9 konstant ist, so ist auch der 
Krümmungsradius im Hauptscheitel, der 
dem Parameter gleich at: Sean: 


| b) Das Bild einer Frerkdeh im Raum. 


Zunächst erkennt man, daß alle Geraden durch O und die Erzeugenden des Zylinders oe 

bei dieser Abbildung in sich selbst übergehen und daß den vertikalen Geraden ebensolche.ent- 
sprechen. Jede allgemein gelegene Gerade g des Raumes hat in ihren Schnittpunkten mit a $ 
Be zwei Inzidenzpunkte, die durch O gehende Parallele zug schneidet aus @ die beiden Flucht- _ ee 


e.: dunkte G, und G, aus: durch die vier genannten Punkte muß das Bild 9 der Geraden ggehen. 
Et Durch die gleichen Überlegungen wie unter a) erkennt man, daß man das Bild 2 von g auf folgende SH 
BZ Weise ‚finden kann: Er 


7 - Man lege die Ebene (O9) =e, die. & in @g Schneide rd übe auf den Kegelschnitt a, jene Pa: 
2: zentrische Kollineation aus, die O zum Zentrum, g zur Kollineationsachse und die (für alle 


Geraden konstante) Charakteristik z hat. Dann ist der so erhaltene Kegelschnitt g das Bild a [ 


En: von 9. Legt man durch g die grundrißprojizierende Ebene, so ist ihr Bild ein vertikaler Zylinder, 
E ‘ der durch einen Kegelschnitt des in Satz 1 genannten Systems geht; daraus folgt | Br: 


Satz 2: Diezuzwindschiefen Geraden des Raumesbildensich als die Kegelschnitte 
: ab, deren Ebenen durch O gehen und deren Grundrisse ein System von 
monofokalen Kegelschnitten (mit O als ArSBnpunEt) mit demselben Para- 

meter f bilden. 


„Umgekehrt stellt jeder Kegelschnitt des Raumes, der diese BednBune erfüllt, das Bild 
EB, ‚einer zu 2 windschiefen Geraden dar. Für eine Gerade 9, die die Zylinderachse 2 (im Endlichen 
| oder im Fernpunkt) schneidet, degeneriert der Kegelschnitt a, in 2 Zylindererzeugende, aus 
denen durch die oben beschriebene zentrische Kollineation 2 sich auf z schneidende Geraden 
entstehen. Dieses Geradenpaar, daß das Bild der z schneidenden Geraden g darstellt, kann 
man auch erhalten, indem man die beiden Verschwindungspunkte von 9, in denen gden Zylinder y 
schneidet, mit O verbindet und dieses Geradenpaar in der 2-Richtung so verschiebt, bis es durch 
die entsprechenden An und Fluchtpunkte von g geht. 

2) Diese Eigenschaft ist für die Anwendung der Verwandtschaft als Bühnendarstellung yon besonderem Vorteil: denn den zur 


Bühnenfront parallelen vertikalen Ebenen entsprechen als Bild vertikale, Zylinder durch die g; ersetzt man nun diese in ihrem Teil 


- auf der Bühne durch (im Hauptscheitelvon g oskulierende) Drehzylinder, so sind letztere wegen obiger Eigenschaft kongruent, d.h. 
dieselbe (als Teil eines Drehzylindersgebaute) Kulisse kann beijeder Bühnentiefe mit Bereehtigung Verwendungfinden. — Der gleiche 
eben besprochene Vorteilergibt sich bei der Darstellung z. B. eines Teiles eines kreisförmigen Innenraumes auf der Bühne, denn es 
gilt auch-— wie etwaeineeinfache Rechnung zeigt — der S:a tz: Das Bild eines Kreisesin x (dessen Mittelpunkt mit M bezeichnet 

; sei)isteine Kurve 4. SE diein ihren auf (OM) gelegenen Scheiteln Krümmungskreise besitzt, deren Radien ynathaneie von der 
$ - ne nug OM sind 


TEN En re nl, 
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314: Rößler, Geometrische Betrachtungen zur Relief 


c) Das Bild einer Ebene. 


elegene Ebene & hat in ihrem Schnitt mit dem Zylinder « einen Inzidenzkegelschnitt, die 
Banch O gehende zu e parallele Ebene schneidet aus $ den Fluchtkegelschnitt aus; durch ER 
beide eben genannte Kegelschnitte muß das Bild e der Ebene & gehen. In Fortsetzung der Be- Ba 
trachtung über das Bild einer Geraden findet man nun das Bild einer Ebene & indem man Se 
auf den Zylinder « jene zentrische Kollineation ausübt, von der O das Zentrum, e die Ebene MET 


Inzidenzpunkte und 7 die (für alle Ebenen konstante) Charakteristik ist. Das Bild einer Ebene 


ist also ein Kegel 2} Grades, dessen Spitze $ — das zentrisch kollineare Bild des Fernpunktes Sco 
von z— auf der Achse z des Zylinders liegt und dessen Spurkurve in x man als Bild der Schnitt- 
geraden [e =] finden kann. j Ser. 

Da diese Spurkurven in a nach Satz 1 den gleichen Parameter f und den Punkt Oals ° 


gemeinsamen Brennpunkt haben, folgt unter Beachtung, daß (80)—=z senkrecht zu # steht, 
der zusammenfassend ? a 


Satz 3: Die (nicht durch Ogehenden) Ebenen desRaumes bilden sich alseinSystem 

von Kegeln (einschließl. Zylinder) 2. Grades ab, die eine gemeinsame 
Fokalachse z besitzen und deren Spurkurven in der zu 2 senkrechten 
Ebene x den gleichen Parameter f haben. 


Umgekehrt stellt ein solches System von Kegeln mit gemeinsamer Fokalachse z und mit 
einer Ebene x senkrecht z, in der’alle Spurkurven der Kegel den gleichen Parameter haben, 
ein Abbild der (nicht durch O =[z x] gehenden) Ebenen für eine solche oben beschriebene 
Abbildungsmethode dar. } 

Da jeder Schnitt eines solchen Kegels mit einer durch O gelegten Ebene das Bild einer 
Geraden liefern muß, so folgt aus Satz 2 und 3 der 


Satz 4: Schneidet man einen Kegel 2. Grades mit Ebenen, die durch einen festen 
Punkt seiner Fokalachse gehen, so sind die auf eine zur Fokalachse senk- 
rechten Ebene normal projizierten Schnittkurven Kegeischnitte mit dem 
gleichen Parameter. Die Projektion der Fokalachse ist ihr gemeinsamer Brennpunkt. 


Der Schnitt der Ebene & mit dem Zylinder y ist der Verschwindungskegelschnitt 
von e. Sein Bild ist der Fernkegelschnitt des Kegels &. Man erhält daher auch?, indem man den 
Verschwindungskegelschnitt ‘von e aus O projiziert und den durch diese Projektionsstrahlen 
gebildeten Kegel in der 2-Richtung so verschiebt, bis er durch den Inzidenz-(und Flucht-)kegel- 
schnitt von & geht. 

Wie bereits früher erwähnt, bilden sich vertikale Ebenen als Zylinder mit vertikalen 
Erzeugenden ab; das Bild von horizontalen Ebenen sind Drehkegel?®). 


Man kann nun eine einfache Methode 
<D angeben, um mit Hilfe eines solchen Dreh- 
Zi Paz ID 
I | P 
17 IM 


p kegels aus dem Grundriß eines Objektes 
den Grundriß seines Rundreliefs zu ermit- 
teln: Wählen wir dazu eine beliebige zu x 
parallele Ebene x, (Bild 3) als Grundriß- 
ebene. Ihr Bild x, ist, wie eben besprochen, 
ein Drehkegel mit der Achse 2, der durch f 
(in z) und den Schnittkreis von x, mit « 
geht. Bezeichnet man den Grundriß eines 
Punktes P auf die Ebene x, mit Q, so ist 
der (auf derselben Seite von O wie @ ge- 
Bild 3. legene)*) Schnitt des Strahles (0Q@) mit 
% dem Kegel 7, das Bild Q von Q; da der ver- 
tikalen Geraden (PQ) eine ebensolche durch Q entspricht, ist der Grundriß Q’ des Punktes Q mit 
dem Grundriß P’ des Bildes P von P identisch. 


Um also den Grundriß des Reliefbildes eines Objektes zu erhalten, projiziert man den 
in der (nicht durch O gehenden) horizontalen Ebene 7, liegenden Grundriß des Objektes durch 


u 5 A ÄL -U LOL 20 un Bud 2 dl DE u 0 2 a 


*) Der 2. Schnittpunkt mit =, ‚bedeutet das früher genannte zweite Bild von Q. 


dein un liegenden . laden g nun ah, en 
ng (auf 7.) eine Ebene legt und diese mit dem Kegel Aa 


“a dieser nn = mist das nie Bild von ie Pa 


= IE Be a RO RN Se x Ay i x FEN 7 ae RE 5 
SIE Wir wählen: a Snheyimder einen Verökal‘ ne Zylinder 2. ‚Grades & ind 2% 
> ‚Fluchtzylinder $ Ypeinen zu & bezüglich eines Auges O ähnlich. gelegenen Zylinder mit dem Ähnlich 
3 ‚keitsverhältnis « a:f. Legt man durch O die horizontale Ebene x, dann sind in m der Spurhorizont « 
: und der Fluchthorizont f nun 2 bezüglich ( © ähnlich gelegene Kegelschnitte und in Analogi 

az) früher ergibt sich, daß die Bilder der Geraden g in x Kegelschnitte 9 sind, die aus @ durc 
| eine zentrische BR Bo uuehen, von der 0) das. ‚Kollineationszentrum, g die Kolline- 


ationsachse und - — * die Charakteristik ist. Man erkennt leicht, daß ‚auch i im ‚jetzigen Falle die & 


j Bilder: von Geraden des Raumes a und die Bilder von Ebenen i im allgemeinen w wieder N 

2, ‚Kegel: 2. Grades sind. + E ER nt 

=. 2, Das-System der Kegelschnitte A in s. 
Sr wird in dem jetzigen Falle nicht aus Kegel- 
. schnitten mit demselben Parameter bestehen. 
Ein bekannter Satz®) sagt aus, wie man den 


OR Krümmungsradius 9 0 in einem Punkt ? einer x 
- Kurve 7 findet, die durch zentrische Kol- 
lineation aus einer Kurve a entstanden ist, 
wenn der Krümmungsradius oeindem Punkt ‘A 
vona,dem der Punkt P entspricht, bekannt 

ist. Legt man (Bild 4) eine zu g parallele Tan- 
gente an a, die a im Punkt A berührt, so er- 
E-7e2,gibt- sieh für unseren Fall, daß J in dem 
73 Punkte P, der dem Punkt A entspricht und 
2-0 dem die Tangente an. 9 wieder zu g parallel 


ist, einen Krümmungsradius 2 rl besitzt. ah 


2 Die Bildkegelschnitte von hatdHelen. Geraden Haben also in ihren Schnittpunkten mit der so 
erhaltenen Geraden (0A) konstante Krümmungsradien. Sie sind so groß wie der Krümmungs- 


radius von n fi in dem Seknistpumkt F der Geraden (0A) mit J. & Br 

Pr 3: E= ER | 

F De Als nächste Verallgemeinerung de Voraussetzungen unter I betrachten wir einen Sonder- 
fall der eben besprochenen Abbildung II, der darin besteht, daß wir O im Be des Kegel- 
schnittes a wählen (Bild 5). O ist dann auch der Brennpunkt e 

von f; a und Fr können als die Parameter von a bzw. f ge- 

- wählt werden; « und 9 sind nun zwei Zylinder 2. Grades mit 
„= der gemeinsamen Fokalachse z. 


Die Abbildung der in x liegenden ER g kann man 
nun entweder so vornehmen, daß man auf a SE bekannte zen- 


x 


frische Kollineation mit der Charakteristik — ° ausübt oder man 


kann die Abbildung der gauf die im letzten Absatz vor II Bild 5) 
‚angeführte Art durchführen. Der nun dabei verwendete Kegel 
7, hat seine Spitze auf. zund geht durch A so daß z seine Fokalachse und O ein Punkt auf 
dieser ist. Daher sind für die Kegelschnitte 7 nun die Voraussetzungen für den Satz 4 gegeben 
-und durch Vergleich der beiden Methoden findet man schließlich 
Satz 5: Transformiert man einen Kegelschnitt aus seinem Brennpunkt mittels 
“ zentrischer Kollineation mit derselben Charakteristik, so haben die 


5) Siehe Geisenheimer, . Zeitschrift f. Mathematik u. Physik, Bd.25 (1880) S. 214. 


- Der Punkt O ist der Brennpunkt aller Kegelschnitte 9. Aus Satz 

: die Gesamtheit der Bildkegelschnitte 9 (in x) für die Abbildung unter Vorau 
' ist mit der, die man für die Voraussetzung I erhält und die in Satz 1 a 
individuelle Zuordnung je einer Geraden und eines Ke; | 

Daraus folgt weiter, daß auch die Gesamtheit der Bilder aller Geraden im 


resultierenden Kegels chnitte denselben Pa | 
des gegebenen Kegelschnittes, ce der Wert der C 


Parameter der resultierenden Kegelschnitte p= & 


ch En 
8 Br 


ittes ist versch 


‚aller Ebenen für die Abbildungsvoraussetzungen III identisch sind mit ‘den entspre 


Mannigfaltigkeiten für die Abbildungsvoraussetzungen bei I, die in den Sätzen 2 


geben sind. 


3) Bei gleicher Wahl des Parameters f von f: sonst bis auf Ähnlichkeitstransformationen. a Rn 
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Dr. Josef Lense (o. Prof. a. d. Techn. Hochschule 
München, Vorlesungen über höhere 
Mathematik. 2608. mit 102 Abb. München 
1948. Leibniz-Verlag. Preis geb. 20,— DM. 

Das Buch bietet eine Zusammenfassung der Vor- 
lesungen über höhere Mathematik, wie sie Verf, an 
der Münchener Hochschule gehalten hat. Es setzt 
sich aus zwei Teilen zusammen, deren erster den Stoff 
bringt, der von allen Ingenieuren und Physikern zu 
verlangen ist. Dieser Teil gliedert sich in 3 Abschnitte: 
1. Analytische Geometrie der Ebene, Infinitesimal- 
rechnung von Funktionen einer Veränderlichen, mit 
Anwendungen auf die Theorie der Kurven; 2. Ein- 
führung in die analytische Geometrie des Raumes in 
vektorieller Darstellung, Infinitesimalrechnung für 
Funktionen mehrerer Veränderlicher mit Anwendung 
auf Raumkurven und Flächen, Integralsätze der 
Vektorrechnung. 3. Funktionen komplexer. Ver- 
änderlicher, Differentialgleichungen mit Anwendungen, 
Ein zweiter Teil behandelt als Ergänzung: _ Deter- 
minanten und Matrizen, systematische Integrations- 
methoden, ferner ziemlich eingehend Abschnitte der 
Funktionentheorie und der Theorie der konformen 
Abbildungen, schließlich einiges aus der Theorie der 
gewöhnlichen Differentialgleichungen. Nach Ansicht 
des Verf. würde dieser Stoff auch für Kandidaten des 
höheren Lehramtes reichen, falls noch ein ergänzendes 
Studium auf dem Gebiete der Algebra und Geometrie 
hinzukäme, 

Die Darstellung, die oft andere als die üblichen 
Wegegeht, ist außerordentlich klar, aber, da das 
Buch nicht zum Selbststudium sondern zum Ge- 
brauch neben der Vorlesung bestimmt ist, sehr knapp 
gehalten. Der. Stoff ist von den Grundlagen aus 
streng logisch aufgebaut. Im wesentlichen ist das 
gegeben, was auch nach Ansicht des Referenten dem 
angehenden Ingenieur und Physiker geboten werden 
sollte. Einiges vermißt man. So scheint es mir doch 
nötig, daß der Ingenieur, der eine höhere mathema- 
tische Ausbildung benötigt, und vor allem der Physiker 
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methoden und ihre Be 

Auf jeden Fallist das Erscheinen dieses 
ten Buches sehr zu begrüßen. Auch wenn 
Hochschullehrbücher vorhanden wären, > eB- 
eine wertvolle Bereic unserer D abUr 7° : 
sein. Möchte es in die vieler unserer Studieren- 
den kommen. ee 
Dresden. ‚Willers. Br 
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Mathematische Nachrichten, Publikationen des o- 
schungsinstitutes für Mathematik der Deutschen Aka- 
demie der Wissenschaften zu Berlin und der mathema- 
tischen Institute der Universität Berlin. Herausgege- 
ben von Erhard Schmidt gemeinsam mit Georg Hamel, ı 
Helmut Hasse, H. L. Schmid und Kurt Schröder. 
1. Band Heft 1. Berlin 1948. Akademie-Verlag. Preis 
je Heft 7,— DM. PH 

Diese ‚ nocie, WELLE TB NE REES SS: 
Fortsetzung der Schriften des mathematischen i ar 
nars und des Institutes für angewandte Mathematik 
der Universität Berlin anzusehen. Sie soll jährlich in 28 
zwei Bänden zu 6 Heften erscheinen. Das erste Heft 
hat einen Umfang von 80 Seiten. Zur Charakterisie- 
rung seines Inhaltes seien die Titel der in ihm gebrach- 
ten Arbeiten führt: O. Grün, Beiträge zur 
Gruppentheorie III; R. Kochendörffer, Über 
treue reduzible Darstellungen endlicher 2; 


H. Hasse, Existenz und Mannigfaltigkeit abelscher 
Algebren mit vorgegebener Galoi re über einem 
Teilkörper des Grundkörpers. I; F. W. Schäfke, 


Eine Eigenschaft der charakteristischen Kurven ge- 
wisser Eigenwertaufgaben mit zwei linearen Para- , 
metern; F.W.Schäfke, Über die Wirkung der drei 
Kopplungsarten zweier frei schwingender Systeme, 

ie Satzanordnung ist sehr übersichtlich. Druck - 
und Ausstattung der neuen Zeitschrift sind gut. - 


Dresden, Willers. /. } 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 


NACHRICHTEN 


Aachen: Dozent Dr. rer. nat. habil. Alfred Röß- ‚Fach Mathematik unter besonderer Berücksichtigung 
ler, früher Deutsche Technische Hochschule Prag, der darstellenden Geometrie an die Rhein..W | 
danıt Phil.-theol. Hochschule Passau, hat sich für das Technische Hochschule Aachen umhabilitiert. 


Verantwortlich für den Inhalt: Prof. Dr. Fr. A. Willers, Dresden; für den Verlag: H. Kaesser, Berlin, u 
Verlag: Akademie-Verlag GmbH., BerlinNW 7, Schiffbauerdamm 19, Fernsprecher: 42 6412 und 426918. Postscheckkonto: 
Berlin 35 021. Bestell- und Verlagsnummer dieses Heftes: 1009/28/10. Die Zeitschrift für angewandte Mathematik 
und Mechanik erscheint monatlich. Bezugspreis: vierteljährlich DM 15.— zuzüglich Bestellgeld, Einzelheft DM 6.—. Pi 
Verantwortlich für den Anzeigenteill: Curt F. W. Schreiber, Berlin. Druck: Julius Beltz, Langensalza. 3 


57 273/4022 — Nr. 1065. — Veröffentlicht unter der Lizenz-Nr.245 der Sowjetischen Militär-Verwaltung in Deutschland. 


